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Àííîòàöèÿ. Îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ïîäõîäû è ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñòðîèòåëüíîé
ìåõàíèêå. Ïðè îïèñàíèè ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, èñïîëüçóþòñÿ äâîéñòâåííûå âàðèà-
öèîííûå ïðèíöèïû. Ïåðåìåííûå âñåãäà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç òàê íàçûâà-
åìûõ èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ, âòîðàÿ – èç íåèçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Â òî æå âðåìÿ óïðàâëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû: óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, çàêîíû áàëàíñà è íåïðåðûâíîñòè, íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. Ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷åñêî-
ãî íåîòðèöàòåëüíîãî (ýíåðãåòè÷åñêîãî) ôóíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî âñåõ äîïóñòèìûõ ïåðåìåííûõ. Ñóòü ýòîãî
ôóíêöèîíàëà â òîì, ÷òî îí ñîñòîèò èç øåñòè ñîñòîÿíèé ýíåðãèé. Ñôîðìóëèðîâàí ýíåðãåòè÷åñêèé ïðèíöèï, îï-
ðåäåëÿþùèé èñòèííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Òàêîé ïîäõîä òàêæå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîðìóëèðî-
âàòü êðèòåðèè òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ äëÿ ñëîæíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåðåãóëÿðíîé ôîðìîé ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Abstract. Some approaches and principles of mathematical modeling in the structural mechanics are discussed. When
describing phenomena occurring in the mechanics of solids, dual variational principles are used. Variables can always
be divided into two groups: the first group consists of so-called measurable variables, the second contains non-
measurable quantities. At the same time, the governing equations can be divided into three groups: constitutive
equations, laws of balance and continuity, initial and boundary conditions. It is shown how the initial-boundary value
problem can be reduced to minimizing a quadratic non-negative (energy) functional with respect to all admissible
variables. The essence of this functional is that it consists of six energy states. An energy principle is formulated that
determines the true state of the system. This approach also allows us to naturally formulate criteria for the accuracy of
approximate solutions and construct solutions for complex non-stationary dynamic systems with an irregular shape with
a predetermined accuracy.
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Îäíèì èç ïðèíöèïèàëüíûõ íà-
ïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå èäåé äâîéñòâåííîñòè â
îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èäåè äâîé-
ñòâåííîñòè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ

â íàóêå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè îïèñà-
íèè ñâîéñòâ ñâåòà èñïîëüçóþòñÿ
êàê âîëíîâûå, òàê è êîðïóñêó-
ëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðè îïè-
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ñàíèè ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â
ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ïðèìå-
íÿþòñÿ äâîéñòâåííûå âàðèàöèîí-
íûå ïðèíöèïû, îäíè èç êîòîðûõ
çàïèñûâàþòñÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, à
äðóãèå â íàïðÿæåíèÿõ [1, 2].

Â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ïåðåìåííûå âñåãäà ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû – èç-
ìåðÿåìûå è íåèçìåðÿåìûå. Ïðè
ýòîì óïðàâëÿþùèå óðàâíåíèÿ
ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà:
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþ-
ùèå èçìåðÿåìûå è íåèçìåðÿå-
ìûå íåèçâåñòíûå; çàêîíû áàëàí-
ñà è íåïðåðûâíîñòè; íà÷àëüíûå è
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî òèïà ñî-
äåðæàò èíôîðìàöèþ î âíóòðåí-
íèõ ñâîéñòâàõ èññëåäóåìîãî îáú-
åêòà; âòîðîãî òèïà – îïèñûâàþò
ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ; òðåòüåãî – îòðàæàþò
âëèÿíèå ñðåäû íà ðàññìàòðèâàå-
ìóþ ñèñòåìó.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îñ-
ëàáëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, â ëèíåéíîé
òåîðèè óïðóãîñòè ïðèíöèï ìèíè-
ìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
îòðàæàåò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå
òåëà. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òî òîëüêî óðàâíåíèÿ ïåðâî-
ãî òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ â èíòå-
ãðàëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå,
òîãäà êàê äðóãèå óðàâíåíèÿ äîëæ-
íû áûòü òî÷íî âûïîëíåíû (ñì. íà-
ïðèìåð [3, 4]).

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, èç-
ìåíåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
ïîäõîäîì, ìîæåò áûòü, íàïðè-
ìåð, ñâåäåíà ê ìèíèìèçàöèè êâà-
äðàòè÷åñêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
(ýíåðãåòè÷åñêîãî) ôóíêöèîíàëà
îòíîñèòåëüíî âñåõ äîïóñòèìûõ
ïåðåìåííûõ. Òàêîé ïîäõîä òàê-
æå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè
òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé è ñòðîèòü ðåøåíèÿ äëÿ ñëîæ-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñ-
êèõ ñèñòåì ñ íåðåãóëÿðíîé ôîð-
ìîé ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ôèçèêè – ðàçðàáîòêà ñïåöè-
àëüíûõ ìîäåëåé èçó÷åíèÿ ðàçëè-
÷íûõ ÿâëåíèé ïðèðîäû. Ôóíäà-
ìåíòàëüíûå çàêîíû ïðèðîäû, íà-
ïðèìåð çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè, èìïóëüñîâ, ìàññû çàðÿäà è
ò. ä., – áàçèñ ïîñòðîåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äàííàÿ
îáùíîñòü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê îïèñà-
íèþ ÿâëåíèé â òàêèõ îáëàñòÿõ,
êàê õèìèÿ, ãåîëîãèÿ, áèîëîãèÿ,
ýêîëîãèÿ, ýêîíîìèêà è ò. ä.

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ òàêæå â èíæåíåðèè äëÿ
îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì è óñ-
òðîéñòâ. Ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íàäåæ-
íîé çàìåíîé èññëåäóåìîãî îáúå-
êòà åãî ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíè-
åì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äå-
òàëüíûé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ÿâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëè-
òåëüíîé òåõíèêè.

Êàê ïðàâèëî, çàäà÷è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè òåñíî ñâÿçàíû ñ
èçó÷åíèåì ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ
ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-
ìè. Òàêèå ñèñòåìû îáû÷íî çàíè-
ìàþò íåêîòîðóþ îáëàñòü ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïåðåìåííûå, îïðåäå-
ëÿþùèå ñîñòîÿíèå ñðåäû è åå
ïîâåäåíèå, çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñ-
òâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ òàêèõ ÿâëåíèé áûëî îáó-
ñëîâëåíî â ïåðâóþ î÷åðåäü äîñ-
òèæåíèÿìè â ìåõàíèêå è ýëåêò-
ðîäèíàìèêå.

Îäíà èç îñíîâíûõ èäåé ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî èñïîëüçóåìûå â
óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè ïåðåìåííûå âñåãäà ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: ïåðâàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç òàê íàçûâàå-
ìûõ èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ
(ñìåùåíèå, ñêîðîñòü, òåìïåðàòó-
ðà è ò. ä.), à âòîðàÿ – èç íåèçìå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí (íàïðÿæåíèå,
èìïóëüñ, òåïëîâîé ïîòîê è ò. ä.).

Òàêîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ
íåñåò ãëóáèííûé ñìûñë, îñîáåí-
íî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ñâÿçü
ìåæäó ýòèìè ãðóïïàìè ïåðåìåí-
íûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî â
óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ, ïîýòîìó
âñå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû.

Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíåñåì
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþ-
ùèå èçìåðÿåìûå è íåèçìåðÿå-
ìûå íåèçâåñòíûå. Ýòè óðàâíåíèÿ
îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå ìà-
ëûõ îáúåìîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
êîíàìè ñîñòîÿíèÿ è ó÷èòûâàþò
ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñ-
òèö â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè.
Òàêæå ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò
èíôîðìàöèþ î âíóòðåííèõ ñâîé-
ñòâàõ èññëåäóåìîãî îáúåêòà.
Âòîðàÿ ãðóïïà õàðàêòåðèçóåò
ñâîéñòâà ñðåäû â õàðàêòåðíîì
îáúåìå è îòðàæàåò çàêîíû áà-
ëàíñà è íåïðåðûâíîñòè. Ñîîòíî-
øåíèÿ èç òðåòüåé ãðóïïû óðàâ-
íåíèé îïðåäåëÿþòñÿ âíåøíèìè
óñëîâèÿìè, âêëþ÷àÿ â îáùåì
ñëó÷àå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì òàêîå ðàçäåëåíèå
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ïî
ãðóïïàì íà ïðèìåðå çàäà÷è ëè-
íåéíîé óïðóãîñòè. Ê ïåðâîé ãðóï-
ïå îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ:

p
u

t
� ��

�

�
0; � �� �C : 0 0, (1)

ãäå � – òåíçîð íàïðÿæåíèé; �0 – òåíçîð
äåôîðìàöèé; u – âåêòîð ïåðåìåùåíèé;
p – âåêòîð ïëîòíîñòè èìïóëüñîâ; � –
îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; C –
òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè; äâîåòî÷èå
îçíà÷àåò äâîéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò èç-
ìåðÿåìûå è íåèçìåðÿåìûå ïåðå-
ìåííûå: â äàííîì ñëó÷àå ñêîðî-
ñòè òî÷åê � �u t è ïëîòíîñòè èì-
ïóëüñîâ p â ïåðâîì óðàâíåíèè, à
òàêæå äåôîðìàöèè �0 è íàïðÿ-
æåíèÿ � – âî âòîðîì óðàâíåíèè.
Ñâÿçü ìåæäó èçìåðÿåìûìè è íå-
èçìåðÿåìûìè ïåðåìåííûìè â
ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòåðèàëüíûõ
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êîíñòàíò, à èìåííî: îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà � äëÿ ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ è òåíçîðîì ìîäå-
ëåé óïðóãîñòè C äëÿ âòîðîãî
óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ (óðàâíåíèå áàëàíñà)

�� � ��
�

�

p

t
0 (2)

ïðåäñòàâëÿåò âòîðóþ ãðóïïó. Ýòî
óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò ìåæäó ñî-
áîé òîëüêî íåèçìåðÿåìûå ïåðå-
ìåííûå, à èìåííî: íàïðÿæåíèÿ �
è èìïóëüñû p. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà
ñðåäû â ýòî ñîîòíîøåíèå íå âõî-
äÿò.

Òðåòüÿ ãðóïïà ñîñòîèò, âî-ïåð-
âûõ, èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u u x t� ( , )0 ,
�

�

�

�

u

t

u x t

t
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�
�
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0

,(3)

çàòåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

u u x t� 1 0( , ), x � 	1, (4)

�n q x t� 2 ( , ), x � 	2 ,

à òàêæå èç ñïåöèàëüíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé


0 1

2
� � � �( )u uT , (5)

ãäåu x t1 0( , )èq x t2( , )– çàäàííûå ãðàíè÷-
íûå ôóíêöèè; n – âåêòîð âíåøíåé íîð-
ìàëè ê ãðàíèöå òåëà; t0 – íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îñ-
ëàáëÿþòñÿ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìå-
íè ðàçðàáîòàíû íåñêîëüêî ïîä-
õîäîâ, îñíîâàííûõ íà îñëàáëå-
íèè ñîîòíîøåíèé. Ñðåäè íèõ ìî-
æíî îòìåòèòü âàðèàöèîííûå ìå-
òîäû, ïðîåêöèîííûå ïîäõîäû è
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Âàæíîå ñâîéñòâî âàðèàöèîí-
íûõ ïðèíöèïîâ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþò îñíîâíûå óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñðåäû,
êàê ñòàöèîíàðíûå óñëîâèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëó. Êðî-
ìå òîãî, âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâ-
êè èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïîñòàíîâêàìè çàäà÷
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âî-ïåðâûõ, çàäà÷à, ñôîðìóëè-
ðîâàííàÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ýêâè-
âàëåíòíîé èíòåãðîäèôôåðåíöè-
àëüíîé, êîòîðàÿ çà÷àñòóþ ðåøà-
åòñÿ ïðîùå èñõîäíîé. Ñóùåñòâó-
åò ðåãóëÿðíàÿ ïðîöåäóðà, îñíî-
âàííàÿ íà ìåòîäå ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ äëÿ èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëèðîâêè ïîçâî-
ëÿåò ó÷èòûâàòü ñïåöèôè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ.

Âî-âòîðûõ, ïðè ÷èñëåííîé ðå-
àëèçàöèè âàðèàöèîííûõ ïðèíöè-
ïîâ ãàðàíòèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü
àëãîðèòìîâ è îïòèìàëüíîñòü ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì
ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé, êàê ïðàâèëî, ñèììåòðè÷íà è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äðóãîé ìåòîä, êîòîðûé òàêæå
ìîæíî îòíåñòè ê îáùèì äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, – ýòî ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: âñå óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùèå èññëåäóåìîå ÿâëå-
íèå, âîçâîäÿòñÿ â êâàäðàò, ñóì-
ìèðóþòñÿ è èíòåãðèðóþòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå è âðåìåíè. Ïðè ýòîì
èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìóì ýòîãî
ôóíêöèîíàëà ðàâåí íóëþ. Òàêæå
ÿâíûå äâóñòîðîííèå îöåíêè êà-
÷åñòâà ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ñîîò-
âåòñòâåííî ïîñòðîåíû. Íèæíÿÿ
ãðàíü ôóíêöèîíàëà èçâåñòíà, è
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà ïðè-
áëèæåííîì ðåøåíèè âñåãäà ìî-
æåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå
âåðõíåé ãðàíèöû.

Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (óñëîâèÿ ñòà-
öèîíàðíîñòè) äëÿ äàííîé çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè â öåëîì îòëè÷àþò-
ñÿ îò ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîðîæäàþùåé
ýòîò ôóíêöèîíàë. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, çàäà÷à, ïîëó÷åííàÿ ìåòî-
äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ÿâ-
ëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì ïðèíöè-
ïîì, íî äëÿ äðóãîé êðàåâîé çà-
äà÷è. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû òðåáóþò
äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Îáùåé ÷åðòîé, ïðèñóùåé âñåì
óïîìÿíóòûì ìåòîäàì, ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü â
ôîðìóëèðîâêå êîíå÷íîìåðíîé
çàäà÷è: íåïîíÿòíî, êàêèå ñîîòíî-
øåíèÿ ëó÷øå âñåãî îñëàáèòü. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé óï-
ðóãîñòè (ñòàòè÷åñêèé ñëó÷àé). Â
èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå èìååòñÿ
15 ïåðåìåííûõ, à èìåííî: 12 êîì-
ïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äå-
ôîðìàöèé, òðè êîìïîíåíòà âåêòî-
ðà ñìåùåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñò-
âóþò äåâÿòè óðàâíåíèÿì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ (óðàâíåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ è êèíåìàòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ), à òàêæå øåñòè îïðåäå-
ëÿþùèì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíî-
øåíèÿì (çàêîí Ãóêà).

Åñëè âñå ñîîòíîøåíèÿ, âêëþ-
÷àÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âçÿòû â
èíòåãðàëüíîé (ñëàáîé) ôîðìå, òî
ýòî óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ
ïðèíöèïîì Õó-Âàñèäçó, êîòîðûé
ñîäåðæèò 18 ïåðåìåííûõ (äîáàâ-
ëåíû òðè ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà) è
íå èìååò îãðàíè÷åíèé. Ôèçè÷åñ-
êèé ñìûñë ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ñëåäóåò èç óñëîâèé ñòàöèîíàðíî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèî-
íàëà. Òðåáóÿ ðàçðåøåíèÿ îïðå-
äåëåííûõ îñíîâíûõ óðàâíåíèé,
ìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íå-
çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â âàðèà-
öèîííîé ôîðìóëèðîâêå. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî âûâåñòè ïðèíöèï
Õåëëèíãåðà–Ðåéññíåðà, â êîòî-
ðîì èìååòñÿ 12 íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñê-
ëþ÷àÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ìèíèìóìà
ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
ïðè êîòîðîì îñòàþòñÿ òîëüêî
òðè ïåðåìåííûå, ñîñòàâëÿþùèå
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé [5]. Ýêâè-
âàëåíòíîñòü ýòèõ ïðèíöèïîâ òåî-
ðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà, íî ñ ïðà-
êòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñò-
âóåò çíà÷èòåëüíàÿ ðàçíèöà – ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî òðåõ
èëè 15 ôóíêöèé.

Ïðè îïèñàíèè ÿâëåíèé, ïðîèñ-
õîäÿùèõ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ

ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ
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ñðåä, èñïîëüçóþòñÿ äâîéñòâåí-
íûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû,
îäíè èç êîòîðûõ çàïèñûâàþòñÿ â
ïåðåìåùåíèÿõ, à äðóãèå – â íà-
ïðÿæåíèÿõ. Íàïðèìåð, â ëèíåé-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðèíöèï
ìèíèìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè îòðàæàåò ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå òåëà. Äðóãîé ïîäõîä
ñîñòîèò â òîì, ÷òî òîëüêî óðàâíå-
íèÿ ïåðâîãî òèïà ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ â èíòåãðàëüíîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìå, òîãäà êàê äðóãèå óðàâíå-
íèÿ äîëæíû áûòü òî÷íî âûïîëíå-
íû.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, èç-
ìåíåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
ïîäõîäîì, ìîæåò áûòü, íàïðè-
ìåð, ñâåäåíà ê ìèíèìèçàöèè êâà-
äðàòè÷åñêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
(ýíåðãåòè÷åñêîãî) ôóíêöèîíàëà
îòíîñèòåëüíî âñåõ äîïóñòèìûõ
ïåðåìåííûõ.

Ñîñòàâèì êâàäðàòè÷íóþ ôîð-
ìó:
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãåòè-
÷åñêèé ôóíêöèîíàë �, ñîñòàâ-
ëåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóëû (6), âñåãäà íå îòðèöàòåëåí:

� �
�

( , ) ( , )u u d dt
T

� � �� �
�

� 0. (7)

Ñóòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåãî âõî-
äÿò øåñòü ñîñòîÿíèé ýíåðãèé, òðè
èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò êâàäðà-
òè÷íîå ñîîòíîøåíèå, âûòåêàþ-
ùåå èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,
ñâÿçûâàþùåå íàïðÿæåíèÿ è äå-
ôîðìàöèè. Ïðè ýòîì îäíà óïðó-
ãàÿ ýíåðãèÿ âûðàæåíà ÷åðåç èç-
ìåðÿåìûå ïåðåìåííûå (ïåðåìå-
ùåíèÿ). Â äðóãóþ ñîñòàâëÿþùóþ
âõîäÿò íåèçìåðÿåìûå ïåðåìåí-
íûå (íàïðÿæåíèÿ), à â òðåòüå ñëà-
ãàåìîå – è ïåðåìåùåíèÿ, è íà-
ïðÿæåíèÿ.

×òîáû ïîäðîáíî ïðîàíàëèçè-
ðîâàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
(1)–(5), ðàññìîòðèì êâàäðàòû
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1). Ïåðâîå
ñîîòíîøåíèå èç óðàâíåíèé (1)
äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò-
ðàæàåò ðàññîãëàñîâàíèå Òd ïëîò-
íîñòåé êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ñè-
ñòåìû:
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p(x)
è u(x) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè çà-
äà÷è. Ìîæíî âûäåëèòü òðè ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ÷ëåíà, èìåþùèõ ðàç-

ëè÷íóþ ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó:

T pp � 2 2� – ïëîòíîñòü êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè, çàâèñÿùàÿ òîëü-
êî îò íåèçìåðÿåìûõ ïåðåìåí-

íûõ, à èìåííî èìïóëüñîâ;
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(ñêîðîñòè òî÷åê òåëà) è íåèçìå-
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– ïîñëåäíèé ÷ëåí çàâèñèò òîëüêî
îò ãåîìåòðè÷åñêèõ (èçìåðÿåìûõ)
ïåðåìåííûõ.

Êâàäðàò âòîðîãî óðàâíåíèÿ â
ôîðìóëå (6) îòðàæàåò íåâÿçêó â
ïëîòíîñòÿõ óïðóãîé ýíåðãèè ñèñ-
òåìû:
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �(x)
è u(x) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè
çàäà÷è. Êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå, ìîæíî âûäåëèòü òðè
ðàçëè÷íûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷ëåíà:
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�: :C 1

2
– ïëîòíîñòü óï-

ðóãîé ýíåðãèè, çàâèñÿùàÿ òîëü-
êî îò íåèçìåðÿåìûõ ïåðåìåí-
íûõ, à èìåííî îò íàïðÿæåíèé;
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– ïëîòíîñòü ýíåð-

ãèè, âûðàæåííàÿ ÷åðåç èçìåðÿå-
ìûå (äåôîðìàöèè) è íå èçìåðÿå-

ìûå âåëè÷èíû; � �
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�

0 0

2

: :C
–

ïîñëåäíèé ÷ëåí â çàâèñèìîñòè
îò ãåîìåòðè÷åñêèõ (èçìåðÿåìûõ)
ïåðåìåííûõ.

Ïðèíöèï, îïðåäåëÿþùèé èñ-
òèííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî èñòèííîå ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû äîñòèãàåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåíåíèå

ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà

ðàâíî íóëþ ïðè ëþáûõ äîïóñòè-

ìûõ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ,

íàïðÿæåíèÿõ è èìïóëüñàõ.

Òàêîé ïîäõîä òàêæå ïîçâîëÿåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîðìó-
ëèðîâàòü êðèòåðèè òî÷íîñòè ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé è ñòðîèòü
ðåøåíèÿ äëÿ ñëîæíûõ íåñòàöèî-
íàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
íåðåãóëÿðíîé ôîðìîé ñ íàïåðåä
çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé ñî-
ñòîÿíèÿ (1) â êâàäðàòè÷íîì âèäå
(6) è (7) îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìó-
ùåñòâ. Âî-ïåðâûõ, ïðè ëþáûõ
ïðèáëèæåííûõ äåéñòâèòåëüíûõ
ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé íàïðÿæåíèé
è èìïóëüñîâ ýòè âåëè÷èíû íåîò-
ðèöàòåëüíû, êàê êâàäðàòû ôóíê-
öèé. Âî-âòîðûõ, äëÿ òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1)–(5) çíà÷åíèÿ
ýíåðãèé Td è �d ñòðîãî ðàâíû íó-
ëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äî-
âîëüíî òî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé

Ñõîäèìîñòü óïðóãèõ ýíåðãèé
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èñêîìûõ ôóíêöèé �, u è p âåëè-
÷èíû Td è �d èìåþò ìàëûå çíà-
÷åíèÿ, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

� äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

T
p

p ��
2

2�
;T

p u
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� äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

� �d

C
�� �




�

� �: :1

2
; (11)

� �d �� ���

� �: 0

2
;

� �d

C
�� ��

� �0 0

2

: :
.

Íåðàâåíñòâà (8) è (9) ïîçâîëÿ-
þò ïîñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå
îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ.

Õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè óï-
ðóãèõ ýíåðãèé � �, � �� , � � îò ÷è-
ñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïîêàçàíû
íà ðèñóíêå.

Â û â î ä

Îáñóæäåíû íåêîòîðûå ïîä-
õîäû è ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñòðîè-
òåëüíîé ìåõàíèêå. Îïèñàíà ïî-
ëåçíàÿ äåêîìïîçèöèÿ êàê ïåðå-
ìåííûõ, òàê è îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé. Ïîêàçàíî, êàêèì
îáðàçîì íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-
äà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìè-

íèìèçàöèè êâàäðàòè÷åñêîãî íå-
îòðèöàòåëüíîãî (ýíåðãåòè÷åñêî-
ãî) ôóíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî
âñåõ äîïóñòèìûõ ïåðåìåííûõ.
Ñôîðìóëèðîâàí ýíåðãåòè÷åñ-
êèé ïðèíöèï, îïðåäåëÿþùèé
èñòèííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.
Òàêîé ïîäõîä òàêæå ïîçâîëÿåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîð-
ìóëèðîâàòü êðèòåðèè òî÷íîñòè
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ïî-
ñòðîèòü ðåøåíèÿ äëÿ ñëîæ-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ íåðåãóëÿðíîé
ôîðìîé ñ íàïåðåä çàäàííîé
òî÷íîñòüþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ
Ãîñçàäàíèÿ ¹ 123021700050-1.
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