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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíèå àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà ãîôðîáàëîê â óïðóãîé
ïîñòàíîâêå ñ ó÷åòîì áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé – àêòóàëüíàÿ çàäà÷à. Åå ðåøåíèå äàñò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü
îáùóþ óñòîé÷èâîñòü ãîôðîáàëîê, â òîì ÷èñëå ïðè íàãðóçêàõ, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêèå. Ïîñòðîåíà ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîãî ñòåðæíÿ, âêëþ÷àÿ ãîôðîáàëêè, â ðåæèìå êîñîãî èçãèáà ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì è êðó-
÷åíèåì. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìîé 12 íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âîçìîæ-
íîñòüþ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áàëîê ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, çàãðóæåííûõ ðàçëè-
÷íûìè ïîïåðå÷íûìè ðàñïðåäåëåííûìè è ñîñðåäîòî÷åííûìè íàãðóçêàìè, ñ ëþáûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàêðå-
ïëåíèÿ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ îöåíêè êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ìåòîäîì íåèäåàëüíîñòåé, à òàêæå
äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðÿìûõ ñòåðæíåé ïðè ïîòåðå îáùåé óñòîé÷èâîñòè ïðè èçãèáå, â
òîì ÷èñëå áàëîê ñ ãîôðèðîâàííûìè ñòåíêàìè. Ðàçðàáîòàí, ðåàëèçîâàí è âåðèôèöèðîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ïðåäëîæåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ïîìîùüþ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâåäåíî
÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãîôðîáàëêè â ðåæèìå ïîïåðå÷íîãî èçãèáà â ïëîñêîñòè
ñòåíêè ñ âåðèôèêàöèåé íàãðóçîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîé ôîðìå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè áàëêè èç ïëîñêîñòè
ñòåíêè â ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ãîôðîáàëêà, îáùàÿ óñòîé÷èâîñòü
áàëêè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè, êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, ìåòîä Ýéëåðà.
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Abstract. The construction of an adequate mathematical model of the spatial bending of corrugated beams (SIN beams)
in an elastic formulation, taking into account large displacements, is an urgent task, the solution of which will make it
possible to study the overall stability of corrugated beams, including under loads exceeding critical loads. A
mathematical model of a straight rod, including corrugated beams (SIN beams), is constructed in the mode of oblique
bending with tension-compression and torsion. The developed model is represented by a system of 12 nonlinear
differential equations with the possibility of studying the stress-strain state of beams of variable cross-section loaded
with various transverse distributed and concentrated loads, with any boundary conditions of fastening. The constructed
model is applicable for the estimation of critical loads by the method of imperfections, as well as for the study of the
postbuckling behavior of straight rods with loss of overall stability during bending, including beams with corrugated
walls. An algorithm for solving the developed system of differential equations is developed, implemented and verified.
With the help of the developed mathematical model, a numerical study of the behavior of an experimental corrugated
beam (SIN beam) in the mode of transverse bending in the wall plane was carried out with the verification of loads
corresponding to the first form of loss of stability of the beam from the wall plane in LIRA-CAD.

Key words: mathematical model, differential equations, corrugated beam (SIN beam), general stability of beam from
wall plane, critical load, Euler’s method.
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Ââåäåíèå

Ñ íà÷àëà 1960-õ ãã. ñîñòàâíûå ñâàðíûå ýëåìåíòû
äâóòàâðîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èç ëèñòîâîãî
ïðîêàòà ñ ãîôðèðîâàííîé ñòåíêîé – ãîôðîáàëêè
(ðèñ. 1) – øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ðèãå-
ëåé, áàëîê è êîëîíí ñòàëüíûõ êàðêàñîâ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ, ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ, æèëûõ è îáùåñò-
âåííûõ çäàíèé.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ áàëîê ñ ãîôðèðî-
âàííûìè ñòåíêàìè â ñòðîèòåëüñòâå äîêàçàíà èññëå-
äîâàíèÿìè îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ñïåöèàëè-
ñòîâ [1–5]. Â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ðàññìîòðå-
íà íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ãîôðîáàëîê ïî êðèòåðèÿì
ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè, ìåñòíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîê
èëè ñòåíîê [6–8]. Èçó÷åíû êîíñòðóêöèè ñòåíîê áà-
ëîê, êîëîíí âîëíèñòîé (ñèí-áàëêè), òðàïåöèåâèä-
íîé è òðåóãîëüíîé ôîðì [9–11].

Èçâåñòåí îïûò ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíûõ êîíñòðóê-
öèé â ñóäîñòðîåíèè, ïîëó÷èâøèõ ðàñïðîñòðàíåíèå
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìîðñêèõ òðàíñïîðòíûõ è ïðî-
ìûñëîâûõ ñóäîâ [12, 13].

Øèðîêîå âíåäðåíèå ýëåìåíòîâ ñ ãîôðèðîâàííîé
ñòåíêîé â ñòðîèòåëüñòâå ñïîñîáñòâîâàëî ðàçðàáîòêå
ïåðâûõ íîðì ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé. Â
èõ ÷èñëå íåìåöêèå íîðìû DIN 18 800 «Ñòàëüíûå
êîíñòðóêöèè. Âûáîð ïàðàìåòðîâ è êîíñòðóèðîâàíèå.
×. 2», íîðìû Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí ÐÄÑ ÐÊ 5.04-24-
2006 «Ñîðòàìåíò ñâàðíûõ äâóòàâðîâûõ ïðîôèëåé
ñ ãîôðèðîâàííûìè ñòåíêàìè», ñòàíäàðò êîìïàíèè
«ZEMAN» (Àâñòðèÿ) «Äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ
ê ïðîåêòèðîâàíèþ ýëåìåíòîâ äâóòàâðîâîãî ñå÷å-
íèÿ ñ ãîôðèðîâàííîé ñòåíêîé», à òàêæå ÑÏ
294.1325800.2017 «Êîíñòðóêöèè ñòàëüíûå. Ïðàâèëà
ïðîåêòèðîâàíèÿ» (ñ èçìåíåíèåì ¹ 1). Íîðìû ïðî-
åêòèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ýëåìåíòîâ ñ ãîôðèðîâàííîé
ñòåíêîé ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ è óòî÷íÿþòñÿ.

Àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ãîôðîáàëîê ñäåðæèâà-
åò îòñóòñòâèå àïðîáèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ìàñøòàáíûå èññëå-
äîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèé ïåðåìåííîãî ñå÷å-
íèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì çàãðóæåíèè è ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèÿõ, îöåíèâàòü íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îá-
ùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè áàëîê èç ïëîñêîñòè ñòåí-
êè, à òàêæå èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå áàëîê ïðè ïðè-
ëîæåíèè çàêðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ñ ó÷åòîì áîëüøèõ
ïåðåìåùåíèé.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ – ðàçðàáîòêà, àïðîáàöèÿ è
âåðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãîôðîáàëîê
êàê ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ ïðè êîñîì èçãèáå ñ ðàñ-
òÿæåíèåì-ñæàòèåì è êðó÷åíèåì ñ ó÷åòîì áîëüøèõ
ïåðåìåùåíèé. Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëèò èññëåäîâàòü
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ)
áàëêè ïðè ëþáîì çàãðóæåíèè, îöåíèâàòü êðèòè÷åñ-
êèå íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îáùåé ïîòåðå óñ-
òîé÷èâîñòè ãîôðîáàëîê ïî Ýéëåðó [14], à òàêæå èñ-

ñëåäîâàòü ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèé ïðè ïðåâûøåíèè
êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íà÷àëüíîé ôîðìû ðàâíîâå-
ñèÿ âîçìîæíà ïðè èçãèáå áàëêè â ïëîñêîñòè íàè-
áîëüøåé æåñòêîñòè, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ åå èçãè-
áîì èç ïëîñêîñòè ñòåíêè ñ êðó÷åíèåì. Àíàëèòè÷åñ-
êîå ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è âîçìîæíî â ïîñòàíîâêå
Ýéëåðà äëÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
íàãðóæåíèÿ èëè çàêðåïëåíèÿ ýëåìåíòà, è òîëüêî
äëÿ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé â ïðèáëèæåííîé ïîñòà-
íîâêå. Ïðè ýòîì ââîäÿòñÿ äîïóùåíèÿ î íåèçìåííî-
ñòè ãåîìåòðèè ñòåðæíÿ äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è
áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ ñèë.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè áàëîê èç
ïëîñêîñòè ñòåíêè ìåòîäîì íåèäåàëüíîñòåé íà áàçå
òåõíè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé âîçìîæíî ïðè ðàç-
íûõ ñëó÷àÿõ íàãðóæåíèÿ, ïðè ïåðåìåííîì ñå÷åíèè
áàëêè, ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàêðåï-
ëåíèÿ ýëåìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, îíî ïðèâîäèò ê èçâå-
ñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ïðè âåðèôèêàöèè [15]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èìåííî
íà áàçå òàêîãî ïîäõîäà, ïîñòðîèâ ìîäåëü êîñîãî
èçãèáà áàëêè ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì è êðó÷åíèåì.

Â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ ïðè-
ìåì ñèëû N,Qx ,Qy , ìîìåíòû Mx , My , Mz , äåéñò-
âóþùèå â ñå÷åíèè ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî íåïîäâè-
æíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz. Âíåøíèå ñèëû ïðåä-
ñòàâèì ïðèâåäåííûìè ê îñè íåäåôîðìèðîâàííîãî
ñòåðæíÿ. Îáîçíà÷èì ïàðàìåòðû ïåðåìåùåíèÿ îñè
ýëåìåíòà U, V, W è ïðîåêöèè óãëîâ ïîâîðîòà òî÷åê
îñè �x, �y, �z íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Ñõåìà
ñèë, ìîìåíòîâ, ïåðåìåùåíèé è óãëîâ ïîâîðîòà ñå-
÷åíèé ýëåìåíòà ñòåðæíÿ äî è ïîñëå äåôîðìàöèè
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ 3D-ìîäåëü ôðàãìåíòà
ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàëêè
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Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ dz ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz, ñ÷èòàÿ, ÷òî âíåøíèå íàãðó-
çêè q q q qx y z( , , ), mz ïðèëîæåíû ê íåäåôîðìèðî-
âàííîé îñè ñòåðæíÿ ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäèêîé, èç-
ëîæåííîé â [15]:

dN

dz
qz� � ;

dQy

dz
qy� � ;

dQx

dz
qz� � ; (1)

dM

dz
Q Nx

x
y x x� �cos sin� � ; (2)

dM

dz
Q N

y

y
x y y� � �cos sin� � ; (3)

dM

dz
m Q

dz

dz
Q

dz

dz

z
z y x

y
x x

x
� � � �sin sin� � . (4)

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

dV

dzx
x� � sin � ;

dU

dzy
y� sin � ; (5)

dW

dz

dz

dz
x

x� �cos � 1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äîïîë-
íèòåëüíûõ ðàçðåøàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíî-
øåíèé ðàññìîòðèì ñõåìó ïåðåõîäà ê ïîäâèæíûì
îñÿì äëÿ âîçìîæíîñòè ðàñ÷åòîâ ñ ó÷åòîì áîëüøèõ
ïåðåìåùåíèé.

Ïóñòü ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ïîâîðîòàìè îñåé íà ïîëîæèòåëüíûå óãëû vz ,
vy , vx . Ïðè ýòîì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïîäâèæ-
íûõ îñåé áóäóò ïðåäñòàâëåíû [16]:

l v vx z y� cos cos ; m vx z� sin ; n vx y� � sin ; (6)

l v v v v vy x y z x z� �sin sin cos cos sin ;

m v v v v vy x y z x z� � �sin sin sin cos cos ;

n v vy x y� sin cos ;

l v v v v vz x y z x z� �cos sin cos sin sin ;

m v v v v vz x y z y x� �cos sin sin cos sin ;

n v vz x y� cos cos .

Âûðàçèì �x, �y, �z ÷åðåç íåèçâåñòíûå óãëû ïî-
âîðîòà:

tg�x
z

z

m

n
� � , ò. å. �x

z

z

m

n
� �arctg ;

tg�y
z

z

l

n
� � , ò. å. �y

z

z

l

n
� �arctg ;

tg�z
y

y

l

m
� � , ò. å. �z

y

y

l

m
� �arctg .

Äëèíà âåêòîðà dz ïîñëå íàãðóæåíèÿ (ïîâîðîòà è
ðàñòÿæåíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[ ]dz
Q l Q m Nn

EA
dz

x z y z z
� �

� ��

�

�
�

�

	






1 ,

åãî ïðîåêöèþ íà îñü oz âûðàçèì [ ]dz nz ,

íà ïëîñêîñòü yoz – dz
dz n

x
z

x

�
[ ]

cos �

è íà ïëîñêîñòü xoz – dz
dz n

y
z

y

�
[ ]

cos �
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé â äå-
âÿòü óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ (1–5) èìååì ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
12 óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ÍÄÑ ïàðàìåòðîâ äå-
ôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà, ò. å. íå õâàòàåò åùå òðåõ
óðàâíåíèé. Ïîëó÷èì èõ.

Ïðè ìàëûõ (áåñêîíå÷íî ìàëûõ) îòíîñèòåëüíûõ
ïåðåìåùåíèÿõ ñå÷åíèé îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå
âîëîêíà �( , )x y ðàâíî îòíîñèòåëüíîìó óäëèíåíèþ
ïðîåêöèè îòðåçêà îñè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî:

�( , )x y y
dv

dz
x

dv

dv
x

x

y

z

� � .

Ñ ó÷åòîì çàêîíà Ãóêà ïîñëå íàãðóæåíèÿ èçãèáà-
þùèå ìîìåíòû â íîðìàëüíîì ñå÷åíèè áóäóò:

M l M m M nx x y x z x� � � (7)

� ���E y x y dxdy EJ
dv

dz
x

x

x
A

�( , ) ;

M l M m M nx y y y z y� � � (8)

� � ���E x x y dxdy EJ
dv

dz
y

y

y
A

�( , ) .

Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

dv

dz

M l M m M n

EJ

x

x

x x y x z x

x

�
� �

; (9)

Ðèñ. 2. Ñõåìà ñèë Q, ìîìåíòîâ M, ïåðåìåùåíèé V, U,
W è óãëîâ ïîâîðîòà � ñå÷åíèé

à – âèä ñïåðåäè;
á – âèä ñëåâà;
â – âèä ñâåðõó
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dv

dz

M l M m M n

EJ

y

y

x y y y z y

y

�
� �

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííûìè
çàâèñèìîñòÿìè ïðè êðó÷åíèè íåêðóãëûõ ñòåðæíåé
[17] çàïèøåì:

d

dz

M l M m M n

GJ

z x z y z z z

k

�
�

� �
. (10)

Â ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ââåäå-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Å, G – ìîäóëü óïðóãî-
ñòè ñòàëè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà; À, J x , J y , Jê –
ïëîùàäü è ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèÿ ýëåìåíòà îò-
íîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé è ïðè êðó÷åíèè.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà 12 íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (1–5, 9, 10) ïðèìåíèìà äëÿ
ïðîâåäåíèÿ:

� èññëåäîâàíèÿ ÍÄÑ ñòåðæíåé, â òîì ÷èñëå ãîôðî-
áàëîê ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì
çàãðóæåíèè (äåôîðìèðîâàíèè) íåðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûìè íàãðóçêàìè (êîñîé èçãèá ñ ðàñòÿæå-
íèåì-ñæàòèåì è êðó÷åíèåì) ïðè ëþáûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ ýëåìåíòà;

� îöåíêè êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ,
íàïðèìåð, âûõîäó áàëêè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè â
ñìûñëå Ýéëåðà ìåòîäîì íåèäåàëüíîñòåé;

� èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðÿìûõ ñòåðæíåé,
âêëþ÷àÿ ãîôðîáàëêè ïîñëå ïîòåðè ïëîñêîé ôîðìû
èçãèáà ïðè íàãðóçêàõ, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêèå.

Àâòîðàìè ñòàòüè ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí â òàá-
ëè÷íîì ïðîöåññîðå Excel àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ìåòîäîì Ðóíãå – Êóòòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ìå-
òîä Ýéëåðà) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿõ [18].

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèÿ áûëà âûáðàíà ðàç-
ðåçíàÿ ãîôðîáàëêà ïðîëåòîì L = 6 ì ñ ñå÷åíèåì
ïîëîê B�tï = 100�6 ìì, âûñîòîé h è òîëùèíîé
ñòåíêè tw = 255�2 ìì. Ñòåíêà áàëêè ñèíóñîèäàëü-
íîé ôîðìû ñ øàãîì ñèíóñîèäû 140 ìì, àìïëèòó-
äîé 20 ìì. Áàëêà çàãðóæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íàãðóçêîé qy â ïëîñêîñòè ñòåíêè (ñì. ðèñ.
1, 3).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûõîäà ãîôðîáàëêè èç ïëî-
ñêîñòè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ìîìåíòà
èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà êðó÷åíèå Jê. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäèêà àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà
Jê ãîôðîáàëîê c ó÷åòîì ïàðàìåòðîâ âîëíû ãîôðè-
ðîâàííîé ñòåíêè ïðåäëîæåíà À. Í. Ñòåïàíåíêî
[9]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîäòâåðæäàþùèõ
àäåêâàòíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà Jê,
àâòîðàìè ñòàòüè, íà ìîìåíò åå íàïèñàíèÿ, íå âûÿâ-
ëåíî.

Çíà÷åíèå Jê ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàëêè ïðåäëîæåíî
íàéòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðàñ÷åòîì â ïðîãðàìì-
íîì êîìïëåêñå ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ. Äëÿ ýòîãî âûïîëíåíà
ïëàñòèí÷àòàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàëêè ñ åå
çàêðåïëåíèåì ïî êîíñîëüíîé ñõåìå è ïðèëîæåíèåì
êðóòÿùåãî ìîìåíòàMz = 500�255 = 127 500 Í·ìì.

Ïðè ýòîì îïðåäåëåí óãîë çàêðó÷èâàíèÿ â ñå÷å-
íèè ïðèëîæåíèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà �z = 0,264
ðàä. Â ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ ïðèìåíåíà äðóãàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, à èìåííî: ýòî ìîìåíò Mx , óãîë ïîâîðîòà
ñå÷åíèÿ �x (ðèñ. 4).

Èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííîãî óãëà ïîâîðîòà
ñå÷åíèÿ ïðè êðó÷åíèè ãîôðîáàëêè îïðåäåëåí ìî-
ìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Jê íà êðó÷åíèå
ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè [14]:

J
M L

G
k

z

z

� �
� �

�
�

�

500 255 6000

81000 0 264,
35 774 ìì4.

Â ïðåäëîæåííîì àâòîðàìè ñòàòüè àëãîðèòìå
ðàçðàáîòàííàÿ ñèñòåìà 12 íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå
– Êóòòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ìåòîä Ýéëåðà) â òàáëè÷-
íîì ïðîöåññîðå MS Excel ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé
[15]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíÿòû â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàñ÷åòíîé ñõåìîé (ñì. ðèñ. 3).

Ïðèìåð ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ðàñ÷åòíîé ãîôðî-
áàëêè ìåòîäîì íåèäåàëüíîñòåé ïðè âîçìóùåíèè â ñå-
ðåäèíå ïðîëåòà ïîïåðå÷íîé ñèëîé P Lx ( )2 1� � Í,
ïðèëîæåííîé ê âåðõíåìó ïîÿñó áàëêè, ñ äîáàâëåíè-

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ãîôðîáàëêè

Ðèñ. 4. Ðàñ÷åòíàÿ ãîôðîáàëêà â ðåæèìå êðó÷åíèÿ
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Ðèñ. 5. Ýïþðû âíóòðåííèõ ñèë M, Q,
ïåðåìåùåíèé V, U, W è óãëîâ ïîâîðîòà � ñå÷åíèé
ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàëêè ïðè íàãðóçêå qy = 3 Í/ìì
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åì êðóòÿùåãî ìîìåíòàM L H hz ( )2 1 2� � � 127,5
Í·ìì ïðè âíåøíåé íàãðóçêå qy = 3 Í/ìì ïðèâåäåí
íà ðèñ. 5. Ïîêàçàíû ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äëèíå
ðàñ÷åòíîé áàëêè âíóòðåííèõ ñèë M, Q, ïåðåìåùåíèé
V, U, W è óãëîâ ïîâîðîòà � ñå÷åíèé.

Äëÿ ÷èñëåííîé âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìî-
äåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãîôðî-
áàëîê â ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ áûëà îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ
íàãðóçêà qy , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé ôîðìå ïîòå-
ðè óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèí÷àòîé ìîäåëè èç ÊÝ44 ðàñ-
÷åòíîé ãîôðîáàëêè ïðè åå âûõîäå èç ïëîñêîñòè
ñòåíêè qy = 2,897 Í/ìì (ðèñ. 6).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòà ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñò-
âåííîãî èçãèáà ãîôðîáàëêè ïî ïðåäëîæåííîìó àë-
ãîðèòìó: ïîêàçàíî èçìåíåíèå çíà÷åíèé óãëà ïîâî-
ðîòà ñå÷åíèÿ ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàëêè îòíîñèòåëüíî
ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè z â ñåðåäèíå ïðîëåòà
�z L( )2 ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåé íàãðóçêè qy îò
2,2 äî 3,25 Í/ìì, ò. å. ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè-
÷åñêóþ íàãðóçêó ïî ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ qy = 2,897 Í/ìì.

Ëèíåéíûé ðîñò óãëà ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ �z L( )2
(ñì. ðèñ. 7) ïðîñëåæèâàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ íàãðóçêè
qy = 2,8 Í/ìì, ïîñëå ÷åãî ïðîïîðöèîíàëüíîå óâå-
ëè÷åíèå íàãðóçêè ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîìó ðîñòó
óãëà ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ �z L( )2 . Íåëèíåéíûé ðîñò
ïàðàìåòðîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñâèäåòåëüñò-
âóåò î íàñòóïëåíèè ïîòåðè îáùåé óñòîé÷èâîñòè
áàëêè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè.

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçðàáîòàí-
íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò çíà÷åíèå êðèòè÷å-
ñêîé íàãðóçêè ïåðâîé ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
ãîôðîáàëêè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè qy = 2,8 Í/ìì.
Ýòî íà 3,5 % (2,897/2,8 = 1,035) îòëè÷àåòñÿ îò
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, îïðåäåëåííîé ÷èñëåííî â
ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ äëÿ ïëàñòèí÷àòîé ìîäåëè.

Â û â î ä

Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãîôðîáàëêè

â ðåæèìå êîñîãî èçãèáà ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì è
êðó÷åíèåì. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà
ñèñòåìîé 12 íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî:

� èññëåäîâàòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-
ñòîÿíèå ñòåðæíåé, â òîì ÷èñëå ãîôðîáàëîê, ïåðå-
ìåííîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì çàãðóæå-
íèè (äåôîðìèðîâàíèè) íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûìè íàãðóçêàìè (êîñîé èçãèá ñ ðàñòÿæåíèåì-
ñæàòèåì è êðó÷åíèåì) ïðè ëþáûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿõ çàêðåïëåíèÿ ýëåìåíòà;

� îöåíèâàòü êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå, íàïðèìåð, îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ãîôðî-
áàëêè (âûõîä áàëêè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè) â ñìûñëå
Ýéëåðà ìåòîäîì íåèäåàëüíîñòåé;

� èçó÷àòü ïîâåäåíèå ïðÿìûõ ñòåðæíåé, âêëþ÷àÿ
ãîôðîáàëêè ïîñëå ïîòåðè ïëîñêîé ôîðìû èçãèáà
ïðè íàãðóçêàõ, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêèå.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðàáîòàí, ðåàëèçîâàí
â MS Excel è âåðèôèöèðîâàí â ïðîãðàììíîì êîìï-
ëåêñå ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ.

Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé ãîôðîáàëêè â ðåæèìå ïîïåðå÷íîãî èç-
ãèáà ñ âåðèôèêàöèåé íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðâîé ôîðìå îáùåé óñòîé÷èâîñòè áàëêè (âû-
õîä èç ïëîñêîñòè ñòåíêè) â ïðîãðàììíîì êîìïëåê-
ñå ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ. Ðàñõîæäåíèå çíà÷åíèé êðèòè÷åñ-
êîé íàãðóçêè ñîñòàâèëî 3,5 %, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò
îá àäåêâàòíîñòè ðàçðàáîòàííîé àâòîðàìè ìîäåëè
ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà ãîôðîáàëîê.

Ðèñ. 6. Äåôîðìèðîâàííàÿ ñõåìà ãîôðîáàëêè
ïðè ïåðâîé ôîðìå ïîòåðè îáùåé óñòîé÷èâîñòè
(âûõîä èç ïëîñêîñòè ñòåíêè, êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà
ïî Ýéëåðó qy = 2,897 Í/ìì) 1 – êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà â ËÈÐÀ-ÑÀÏÐ ïëàñòèí÷àòîé ìîäå-

ëè ãîôðîáàëêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé ôîðìå ïîòåðè óñ-
òîé÷èâîñòè èç ïëîñêîñòè ñòåíêè qy = 2,897 Í/ìì; 2 – ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà óñòîé÷èâîñòè ïî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè
ãîôðîáàëêè

Ðèñ. 7. Óãîë ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ ðàñ÷åòíîé ãîôðîáàë-
êè �z L( )2 â ôóíêöèè âíåøíåé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íàãðóçêè qy
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