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Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî ïðèâåäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ äëÿ ñòåðæíåé â îáùåì âèäå. Ýòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
äåôîðìàöèè ñòåðæíåé ïðè ïîïåðå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ, ïðèëîæåííûõ ëèøü íà êîðîòêèé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè èëè áûñòðî èçìåíÿþùèõñÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå íà îñíîâå èíòåãðàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà–Êàðñîíà, ìåòîäû äèíàìèêè ñîîðóæåíèé, ïðîãðàììà Mathad (ïîñòðîåíèå ãðàôè-
êîâ). Ïðåäñòàâëåíû â îáùåì âèäå òî÷íûå ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå â òîì ÷èñëå èíòåãðàëû îò áåññåëåâûõ ôóíê-
öèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé â ïîëóáåñêîíå÷íûõ ñòåðæíÿõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, à òàêæå â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå
ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñäåëàíî çàêëþ÷åíèå î íàëè÷èè ðàçðûâîâ â ðåøåíèè.
Îñîáî îòìå÷åíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñíûìè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äàíû
ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé â ñòåðæíÿõ, âû÷èñëåííûõ ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì ïðè âîçäåéñòâèÿõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðàêòèêå ðàñ÷åòà çäàíèé è ñîîðóæåíèé íà äåé-
ñòâèå óäàðíûõ è âçðûâíûõ íàãðóçîê, ïðè óòî÷íåííîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ ïðîìûøëåí-
íûìè ïðåäïðèÿòèÿìè, òðàíñïîðòíûìè ñðåäñòâàìè è ò. ä.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåõîäíûå âîëíîâûå ïðîöåññû, òåîðèÿ Ñ. Ï. Òèìîøåíêî, ñòåðæíè, áåãóùèå âîëíû,
îïåðàöèîííîå ñîîòíîøåíèå, áåññåëåâû ôóíêöèè.

EXACT ANALYTICAL SOLUTIONS TO NON-STATIONARY PROBLEMS FOR RODS
BASED ON S. P. TIMOSHENKO THEORY

Alexander L. ZONENBERG, e-mail: zonenberg@list.ru

Moscow State University of Civil Engineering (National Research University), Yaroslavskoe shosse, 26, Moscow 129337,

Russian Federation

Abstract. Based on the theory of S.P. Timoshenko, exact analytical solutions of non-stationary problems for rods in gene-
ral form are given. Such solutions are necessary for the study of transient wave processes of deformation in rods under
transverse short-term and fast-changing effects. The work uses operational calculus based on the integral Laplace–
Carson transformation, methods of structure dynamics, Mathcad program (drawing of graphs). Exact formulas are given
in general form, including integrals from Bessel functions, to determine efforts in semi-infinite rods of various types, as
well as in an infinite rod when solving an auxiliary problem. For each task, a conclusion is made on the existence of
discontinuities. The situation where force impacts are pulsed is highlighted. As an illustration, graphs of changes in time
of efforts in rods calculated according to the given formulas under effects of special type are given. The results of the
work can be used in the practice of calculating buildings and structures for the effect of impact and explosive loads,
with a refined assessment of the parameters of oscillations excited by industrial enterprises, vehicles, etc.
Key words. Transient wave processes, S.P. Timoshenko theory, rods, traveling waves, operational ratio, Bessel functions.

Ââåäåíèå

Ñòðîèòåëüíûå êîíñòðóêöèè â ïðîöåññå ýêñïëóà-
òàöèè ìîãóò ïîäâåðãàòüñÿ ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñ-
êèì íàãðóçêàì, ñðåäè êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò âîçäåéñòâèÿ, ïðèëîæåííûå ëèøü íà êîðîòêèé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè èëè áûñòðî èçìåíÿþùèåñÿ.
Ýòî ÿâëåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàïðÿæåíèÿ [1],
ïðèâîäèò ê îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è òåîðèè âîëí.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò òåìó ïðåäûäóùåé ðà-
áîòû àâòîðà [2], ïîñâÿùåííîé àêòóàëüíîé ïðîáëå-
ìå ïîñòðîåíèÿ â îáùåì âèäå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè Ñ. Ï. Òèìî-
øåíêî [3] äëÿ ñòåðæíåé â ôèçè÷åñêè íàãëÿäíîé è
óäîáíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ôîðìå. Òàêèå
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîä-
íûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ äåôîðìàöèè â ñòåðæíÿõ
ïðè ïîïåðå÷íûõ êðàòêîâðåìåííûõ è áûñòðîèçìå-
íÿþùèõñÿ âîçäåéñòâèÿõ.

Âàæíî, ÷òîáû áûëè óäîâëåòâîðåíû ñëåäóþùèå
òðåáîâàíèÿ:

� ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü â îáùåì âèäå;

� ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü â áåãóùèõ âîëíàõ, òàê êàê
ïåðåõîäíûå ïðîöåññû íàèáîëåå ÿñíî îïèñûâàþòñÿ
èìåííî òàêèìè ðåøåíèÿìè;
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� ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü, íàïðèìåð, îáùèì óñëîâèÿì, óïîìÿ-
íóòûì â ðàáîòå [4]: îáîçðèìîñòè ðåçóëüòàòà, ïîçâî-
ëÿþùåé ñóäèòü îá îñíîâíûõ ÷åðòàõ èññëåäóåìîãî
ïðîöåññà, è âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ.

Àíàëèç èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåí-
êî ïîêàçàë, ÷òî â îáùåì âèäå ðåøåíèÿ â áåãóùèõ

âîëíàõ îòñóòñòâóþò. Èç ðàáîò, â òîì ÷èñëå îáñóæ-
äàåìûõ â îáçîðå [5] è ñîâðåìåííûõ [6–10], ñëåäó-
åò, ÷òî èìåþòñÿ ðåøåíèÿ â áåãóùèõ âîëíàõ íåêîòî-
ðûõ ÷àñòíûõ çàäà÷. Íî ýòè ðåøåíèÿ èëè èìåþò «íå-
âîëíîâóþ» ñòðóêòóðó, èëè èõ ýôôåêòèâíîñòü ïðè
âû÷èñëåíèÿõ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøèõ îáëàñòÿõ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû è âðå-
ìåíè. Èñêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [11–13], â
êîòîðûõ ðàññìîòðåíû ëèøü ÷àñòíûå çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå èñêîìûõ ðåøåíèé
ÿâèëîñü àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Öåëü ñòàòüè ñîñòî-
èò â ïîñòðîåíèè óêàçàííûõ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ñòåðæíåé, à òàêæå ðåøå-
íèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ñòåðæíÿ. Â ðàáîòå [2] áûë îïèñàí ìåòîä èõ ïîëó÷å-
íèÿ, ñôîðìóëèðîâàíû âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ
áåñêîíå÷íîãî è ðàçëè÷íûå òèïû çàäà÷ äëÿ ïîëóáåñ-
êîíå÷íûõ îäíîðîäíûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé.
Èñïîëüçîâàíî îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå íà îñíîâå
èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà–Êàðñîíà
[14]. Ïîëó÷åíû íîâûå îïåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ,
íà îñíîâå êîòîðûõ íàéäåíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ îá-
ùåé ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [14] òàê íàçûâàåìûå îñ-
íîâíûå ôóíêöèè [2]. Ýòè ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â
âèäå èíòåãðàëîâ îò áåññåëåâûõ ôóíêöèé [15]. Íà
ïðèìåðå ÷àñòíîé çàäà÷è ïîêàçàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ íîâûå îïåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [2]
è íåêîòîðûå èçâåñòíûå òåîðåìû îïåðàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ [14, 16–19], äëÿ âñåõ ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû ïîëíûå ðåçóëüòàòû – òî÷íûå
ôîðìóëû â îáùåì âèäå äëÿ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé
è óñèëèé. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ òî÷íûå ôîð-
ìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê è â ðàáîòå [2], ïåðå÷èñëèì óñëîâíûå îáîçíà-
÷åíèÿ:

Ox, Oy, Oz – îñè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò (x – êîîðäèíàòà âäîëü îñè ñòåðæíÿ); t – âðå-
ìÿ; Ab – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ;
J b – ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñè-
òåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè è ïà-
ðàëëåëüíîé îñè Oy; �k – êîýôôèöèåíò ñäâèãà; � –
îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü; E – ìîäóëü Þíãà; G – ìî-
äóëü ñäâèãà; q – èíòåíñèâíîñòü âíåøíåé ïîïåðå÷-
íîé íàãðóçêè; w – ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå öåíòðà

òÿæåñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ îò ïîëîæåíèÿ åãî ñòàòè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ; � – óãîë ïîâîðîòà ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ, îáóñëîâëåííûé èçãèáîì, îòíîñèòåëüíî
íåéòðàëüíîé îñè; M – èçãèáàþùèé ìîìåíò; Q –
ïîïåðå÷íàÿ ñèëà.

Óðàâíåíèÿ Òèìîøåíêî èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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Äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà è ïîïåðå÷íîé ñèëû
èìååì âûðàæåíèÿ:
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Äàëåå ðàññìîòðåíû çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå
â ðàáîòå [2]:

– çàäà÷à (íàçâàííàÿ çäåñü âñïîìîãàòåëüíîé,
ñëóæàùàÿ îñíîâîé èññëåäîâàíèé) äëÿ áåñêîíå÷íî-
ãî ñòåðæíÿ (�� � � �x ) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèÿõ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé
ñîñðåäîòî÷åííîé èìïóëüñíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåí-
íîé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ( ( , ) ( ) ( )q x t R x t
 � �1 1 ,
ãäå R = const, �1 – åäèíè÷íàÿ èìïóëüñèâíàÿ ôóíê-
öèÿ);

– òðè òèïà íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ â îáùåì âèäå

äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ (0 � x < �) ïðè íó-
ëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ
çàêðåïëåíèÿ êîíöà x = 0, à òàêæå âíåøíèõ íåñòà-
öèîíàðíûõ âîçäåéñòâèÿõ, ïðèëîæåííûõ ê êîíöó
x = 0:

� çàäà÷à I0 – êîíåö x = 0 ñâîáîäíî îïåðò; îïîðà
ñìåùàåòñÿ ïî çàêîíó w t0 ( ), íà êîíöå x = 0 ïðèëî-
æåí èçãèáàþùèé ìîìåíò M t0 ( );
� çàäà÷à II0 – êîíåö x = 0 çàùåìëåí; îïîðà ñìåùà-
åòñÿ ïî çàêîíó w t0 ( ) è ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî çàêîíó
�0 ( )t ;

� çàäà÷à III0 – íà ñâîáîäíîì êîíöå x = 0 ïðèëîæå-
íû èçãèáàþùèé ìîìåíò M t0 ( ) è ïîïåðå÷íàÿ ñèëà
Q t0 ( ).

Çäåñü w t0 ( ), �0 ( )t , M t0 ( ), Q t0 ( ) – çàäàííûå
ôóíêöèè âðåìåíè t, ïðè÷åì, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè w t0 ( ) è �0 ( )t íå-
ïðåðûâíûìè ïðè t � 0 è ðàâíûìè íóëþ ïðè t = 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåòü çàäà÷è äëÿ ïîëó-
áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ �� � �x l – ñîîòâåòñòâåííî
çàäà÷è Il , IIl , IIIl . Âîçäåéñòâèÿ íà êîíöå x = l ñëåäó-
þùèå: â çàäà÷å Il – w tl ( ) è M tl ( ), â çàäà÷å IIl –
w tl ( ) è �l t( ), â çàäà÷å IIIl – M tl ( ) èQ tl ( ). Ðåøåíèÿ
ýòèõ çàäà÷ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ èç ðå-
øåíèé çàäà÷ I0, II0, III0.
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Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ, èñïîëüçó-
åìûõ äàëåå:
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2. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé

â áåñêîíå÷íîì
è ïîëóáåñêîíå÷íîì ñòåðæíÿõ

Èñïîëüçóÿ íîâûå îïåðàöèîí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ [2] è òåîðå-
ìû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
[14, 16–19], ïîëó÷åíû òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ çàäà÷: âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷-
íîãî ñòåðæíÿ è çàäà÷ I0, II0, IIIl
(â îáùåì âèäå) äëÿ ïîëóáåñêî-
íå÷íîãî ñòåðæíÿ (òàáë. 1–9).

Äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ çíà÷åíèÿ èñêî-
ìûõ ôóíêöèé äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ìîæíî
îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíê-
öèé:

� îñíîâíûõ ôóíêöèé [2] (ñì. òàáë. 1, 2);

1. Îñíîâíûå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
â âèäå áåãóùèõ âîëí äëÿ ñòåðæíåé íà îñíîâå òåîðèè Òèìîøåíêî
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è n-ãî ïîðÿäêîâ [15 ].

2. Â äàííîé òàáëèöå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

X x c1
2

1
2� �� ( ) ; X t v t2 � � �( )( )� � ; X t x c3

2
1

2� � ( ) ; X t x c5
2

2
2� � ( ) ;

X t
v

v
t6

1

1
� �

�

�
�

�
�

�

�
� �� �( ); X t

v

v
t7

1

1
� �

�

�
�

�
�

�

�
� �� �( ).

2. Îñíîâíûå ôóíêöèè
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� ôóíêöèé, íàçâàííûõ ôóíêöèÿ-
ìè âëèÿíèÿ (îáîçíà÷åíû «çâåç-
äî÷êîé» â âåðõíåì èíäåêñå) [2]
(ñì. òàáë. 4, 6, 8). Ôóíêöèè âëèÿ-
íèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå
ôóíêöèè è èíòåãðàëû îò íèõ;

� èñêîìûõ ôóíêöèé (ñì. òàáë.

5, 7, 9). Â âûðàæåíèÿõ äëÿ èñêî-
ìûõ ôóíêöèé ïðèñóòñòâóþò
ôóíêöèè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
(çàäàííûå íåïîñðåäñòâåííî è èõ
ïðîèçâîäíûå ïî t ) è ñâåðòêè ýòèõ
ôóíêöèé ñ ôóíêöèÿìè âëèÿíèÿ.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
âòîðîé ýòàï ïðîïóñêàåòñÿ, à çíà-
÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî òàáë. 3. Èñêîìûå
ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñ-
íîâíûå ôóíêöèè è èíòåãðàëû îò
íèõ.

Äàëåå øòðèõîì îáîçíà÷åíî
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x, òî÷-
êîé – äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t.

Â òàáë. 3–7 â çàâèñèìîñòè îò
ñîîòíîøåíèÿ t, x c1, x c2 è â

òàáë. 8, 9 â çàâèñèìîñòè îò ñî-
îòíîøåíèÿ t, ( )l x c� 1, ( )l x c� 2

èíòåðâàëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæ-
íî ðàçáèòü íà èíòåðâàëû, â êîòî-
ðûõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
èìååò êîíêðåòíîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå (àíàëîãè÷íî ðàçáèå-
íèþ íà èíòåðâàëû â ôîðìóëàõ
äëÿ ôóíêöèé �n x t( , ) è ~ ( , )�1 x t ,

ñì. òàáë. 1). Òîãäà áóäåò ÿâíî
âèäíà ñòðóêòóðà ôîðìóë, ïîä-
òâåðæäàþùàÿ èçâåñòíûé ôàêò:
òåîðèÿ Ñ. Ï. Òèìîøåíêî îïèñû-
âàåò ðàñïðîñòðàíåíèå äâóõ âîëí
ñî ñêîðîñòÿìè ôðîíòîâ c1 è c2;
íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû èíòå-
ãðàëîâ, âèä àðãóìåíòà ôóíêöèè

òèïà J A
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c
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ÿñíî âûðàæåííûé âîëíîâîé õàðàêòåð.
Â ÷åòâåðòîé ãðàôå òàáë. 1, à òàêæå âî âòîðîé

ãðàôå òàáë. 2 äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ( )f , çàâè-
ñÿùèõ îò x è t, ïðèâåäåíû âåëè÷èíû

[ ] ( , ) ( , )f f x x c f x x c1 1 10 0� � � � ,

[ ] ( , ) ( , )f f x x c f x x c2 2 20 0� � � � ,

êîòîðûå îêàçàëèñü íåîáõîäèìûìè â äàëüíåéøèõ

âûêëàäêàõ. Â òàáë. 3, 5, 7, 9, ãäå ïðåäñòàâëåíû
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé â áåñêîíå÷-
íîì è ïîëóáåñêîíå÷íîì ñòåðæíÿõ, â òðåòüåé ãðàôå
ñîäåðæàòñÿ âû÷èñëåííûå ïî ýòèì ôîðìóëàì
âåëè÷èíû ðàçðûâîâ ôóíêöèé íà ôðîíòàõ èçãèáíîé
è ñäâèãîâîé âîëí, ò. å. ïðè t x c� 1 è t x c� 2 (â
òàáë. 9 äëÿ çàäà÷è IIIl – ïðè t l x c� �( ) 1 è
t l x c� �( ) 2 , ò. å. â óêàçàííûõ ôîðìóëàõ x c12,

ñëåäóåò çàìåíèòü íà ( ) ,l x c� 12 ). Â ýòîé æå ãðàôå
âåëè÷èíû òèïà M 0 0( ) îáîçíà÷àþò M 0 0( )� .

3. Çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ. Óñèëèÿ â ñòåðæíå
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Äàëåå äëÿ êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñäå-
ëàíî çàêëþ÷åíèå î íàëè÷èè ðàçðûâîâ (äëÿ ôóíê-
öèé óñèëèé – íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå òàáëè÷-

íûõ äàííûõ). Îñîáî îòìå÷åíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñè-
ëîâûå âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñíûìè.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ òàáë. 1–9

íà ðèñ. 1–4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðå-
ìåíè óñèëèé â ñòåðæíÿõ ïðè v = 1,75 â îäíîì èç ñå-
÷åíèé ïðè âîçäåéñòâèÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà [18]. Ïî-
äîáíûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëå-
íèå î ïîâåäåíèè ñòåðæíÿ. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ âû-
ïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû Mathcad.

Ïðè ýòîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòåðæåíü ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì âûñîòîé h

( )� �k 5 6 . Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè
îñè ñòåðæíÿ è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ:

� � x h,T c t h� 1 ,

à òàêæå

�l l x h� �( ) .

Îñíîâíûå ôóíêöèè, ôóíêöèè âëèÿíèÿ è èñêîìûå
ôóíêöèè ïðèâîäèì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó óìíîæå-
íèåì íà êîýôôèöèåíòû, óêàçàííûå â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ ïîä îáîçíà÷åíèåì ôóíêöèè â òàáë. 1–9.
Òàê, äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé

Ðèñ. 1. Çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
(�� � � �� ), íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷-
íîé ñîñðåäîòî÷åííîé èìïóëüñíîé íàãðóçêè
~( , ) ( ) ( )q T T� � � �� 1 1 . Èçìåíåíèå âî âðåìåíè óñèëèé
â ñå÷åíèè � = 4 ïðè v = 1,75 (ôóíêöèÿ

~
Q èìååò

îñîáåííîñòü òèïà èìïóëüñèâíîé ôóíêöèè:
� �0 5 1, ( )� �T v )

à – ïðè ñìåùåíèè îïîðû ïî çàêîíó ~ ( )w T T0 � ; á – ïðè âíå-

çàïíîì ïðèëîæåíèè íà êîíöå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, îñòàþ-

ùåãîñÿ çàòåì ïîñòîÿííûì ( ~ ( ) ( ))M T T0 0� �

Ðèñ. 2. Çàäà÷à I0: êîíåö ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
( )0 � � �� ñâîáîäíî îïåðò. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè
óñèëèé â ñå÷åíèè � = 4 ïðè v = 1,75

à – ïðè ñìåùåíèè îïîðû ïî çàêîíó ~ ( )w T T0 � ; á – ïðè ïîâî-

ðîòå îïîðû ïî çàêîíó ~ ( )	0 T T�

Ðèñ. 3. Çàäà÷à II0: êîíåö ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
( )0 � � �� çàùåìëåí. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè óñèëèé
â ñå÷åíèè � = 4 ïðè v = 1,75
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Ïðè ýòîì äëÿ åäèíè÷íîé
ôóíêöèè Õåâèñàéäà è åäèíè÷íîé
èìïóëüñèâíîé ôóíêöèè èìååì
ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

� � �1 1( ) ( )� h x ; � �0 0( ) ( )T t� ;

� �1
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1( ) ( )T
h

c
t� .

Ïîëó÷åíû òàêæå áåçðàçìåð-
íûå ïîñòîÿííûå:

~C Cc h� �1
2 2 12;

~A A c
v

1 1 1

2 1

2
� �

�
;

~A A
v

v
2 2

2

2

1

1
� �

�

�
;

~A A
h

c v
3 3

1
2

4 3

1
� �

�
;

~A A
h

c v
4 4

1

2 3

1
� �

�
;

~	
	

� �
h

c v1

2 3
.

3. Òàáëèöû ôîðìóë, àíàëèç
ôóíêöèé, ãðàôèêè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðå-
íû òàáëèöû ôîðìóë äëÿ îñíîâ-
íûõ ôóíêöèé, ôóíêöèé âëèÿíèÿ è
èñêîìûõ ôóíêöèé óñèëèé, âûïîë-

íåí àíàëèç èñêîìûõ ôóíêöèé è ïðèâåäåíû ãðàôè-
÷åñêèå èëëþñòðàöèè.

Ïîìèìî îñíîâíûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â
òàáë. 1 è 2, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèè:

� 
n x t( , ) (n = 0, 1) è~ ( , )
1 x t , ñâÿçàííûå ñ ôóíêöè-
ÿìè �n x t( , ) (n = 0, 1) è ~ ( , )�1 x t ñëåäóþùèìè çàâè-
ñèìîñòÿìè:

6. Çàäà÷à II0. Ôóíêöèè âëèÿíèÿ

Ôóíêöèÿ Ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè
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7. Çàäà÷à II0. Óñèëèÿ â ñòåðæíå

Ôóíêöèÿ Ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè Âåëè÷èíà
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ôóíêöèè

M x t( , )

h

EJ
b




�
�

�

�
�

M x w t d M x t d
w

t t
* *( , ) ( ) ( , ) ( )� � � � � � ��

0

0

0

0� �� � � �

� �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
� �

A A

C v
w t

x

c
t

x

c
w t

x

c

b 3
0

1
0

1
0

22

1
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��




�
�

�

�
� ��0

2

t
x

c

� �
�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�

EJ A x v

c
t

x

c

EJ

c
t

x

c

b b3
2 2

1
2 0

1 1
0

1

1

8

( )
�� � � ��

�

�
��




�
�

�

�
� �

�

�
��

�

�
���0

1

t
x

c

�
EJ

c

b

1
0 0� ( )�

0

Q x t( , )

1

�




�
�

�

�
�

k A G
b

Q x w t d Q x t d
w

t t
* *( , ) ( ) ( , ) ( )� � � � � � ��

0

0

0

0� �� � � �

�
�

�
�

�
��

�

�
��

�
�

�

�
� �

A A x v

v
w t

x

c

k A G

c
w t

x

c

b b3
2 2

2 0
2 2

0
2

1

8

( )
� ��

�

�
��




�
�

�

�
�%

% �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��� � � �0

2

3
0

1
0

12
t

x

c

A A

C
t

x

c
t

x

c

b
�

�
��




�
� �

� �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��
�

�
�

1
0

2
0

2v
t

x

c
t

x

c
� �

0

�k A G

c
w

b

2
0 0� ( )

ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ



22 ÏPÎÌÛØËÅÍÍÎÅ È ÃPÀÆÄÀÍCÊÎÅ CÒPÎÈÒÅËÜCÒÂÎ 7/2020

� �n nx t l x t( , ) ( , )� � ;

~ ( , ) ~ ( , )� �1 1x t l x t� � ;

� �1( )t , �2 ( )t , �1( )t , �2 ( )t , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðî-
èçâîäíûìè ïî t îò ôóíêöèé �( )t è �( )t :

� �1( ) ( )t
d

dt
t� ; � �2

2

2
( ) ( )t

d

dt
t� ;

� �1( ) ( )t
d

dt
t� ; � �2

2

2
( ) ( )t

d

dt
t� .

3.1. Çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
(âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à)

Ôóíêöèÿ w x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè t x c� 2 ,

ôóíêöèÿ �( , )x t íåïðåðûâíà.
Ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé óñèëèé
äàíû â òàáë. 3, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ M x t( , ) èìååò ðàç-
ðûâû ïðè t x c� 1 è t x c� 2 , à
ôóíêöèÿ Q x t( , ) èìååò îñîáåí-
íîñòü òèïà èìïóëüñèâíîé ôóíê-
öèè ïðè t x c� 2 .

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé ïðè
v = 1,75 â ñå÷åíèè � = 4 ïðè âîç-
äåéñòâèè q x t R x t( , ) ( ) ( )� 	 	1 1 ,
ãäå R k A G h cb� 
 1

(~( , ) ~ ( ) ( )q T R T� 	 � 	� 1 1 ,
ãäå ~R � 1).

3.2. Çàäà÷à I0

Ôóíêöèè w x t( , ) è �( , )x t íå-
ïðåðûâíû. Ôîðìóëû äëÿ ôóíê-
öèé âëèÿíèÿ äàíû â òàáë. 4, äëÿ
ôóíêöèé óñèëèé – â òàáë. 5, èç
êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
M x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè
t x c� 1, åñëè M0(0) � 0, à ôóíê-
öèÿ Q x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè
t x c� 2 , åñëè � ( )w 0 0 0� .

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà
çàäàííîå ìîìåíòíîå âîçäåéñò-
âèå ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíûì, ò. å.
M t R tM0 1( ) ( )� 	 , ãäå RM =
const. Òîãäà ôóíêöèÿ w x t( , ) íå-
ïðåðûâíà, ôóíêöèÿ �( , )x t èìååò
ðàçðûâ ïðè t x c� 1. Àíàëèç
ôîðìóë èç òàáë. 5 ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùåå: ôóíêöèÿ M x t( , ) áó-
äåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòü òèïà
èìïóëüñèâíîé ôóíêöèè
R t x cM 	1 1( )� ; ôóíêöèÿ Q x t( , )
èìååò ðàçðûâû ïðè t x c� 1 è
t x c� 2 .

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé ïðè v =
1,75 â ñå÷åíèè � = 4 ïðèâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ
âîçäåéñòâèÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà:

� w t c t0 1( ) � (~ ( )w T T0 � ) – êîíöó ñòåðæíÿ âíåçàï-
íî ñîîáùàåòñÿ ñêîðîñòü, îñòàþùàÿñÿ çàòåì ïîñòî-
ÿííîé (ðèñ. 2à);

� M t
EJ

h
tb

0 0( ) ( )� 	 ( ~ ( ) ( )M T T0 0� 	 ) – íà êîíöå

ñòåðæíÿ âíåçàïíî ïðèëîæåí èçãèáàþùèé ìîìåíò,
îñòàþùèéñÿ çàòåì ïîñòîÿííûì (ðèñ. 2á).

3.3. Çàäà÷à II0

Ôóíêöèè w x t( , ) è �( , )x t íåïðåðûâíû. Ôîðìóëû
äëÿ ôóíêöèé âëèÿíèÿ äàíû â òàáë. 6 , äëÿ ôóíêöèé

8. Çàäà÷à IIIl . Ôóíêöèè âëèÿíèÿ
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9. Çàäà÷à IIIl. Óñèëèÿ â ñòåðæíå
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óñèëèé – â òàáë. 7, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ M x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè t x c� 1, åñëè
� ( )�0 0 0� , à ôóíêöèÿ Q x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè
t x c� 2 , åñëè � ( )w 0 0 0� .

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé ïðè v =
1,75 â ñå÷åíèè � = 4 ïðèâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ
âîçäåéñòâèÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà:

� w t c t0 1( ) � (~ ( )w T T0 � ) – êîíöó ñòåðæíÿ âíåçàï-
íî ñîîáùàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü, îñòàþùàÿñÿ çà-
òåì ïîñòîÿííîé (ðèñ. 3à);

� �0 1( )t c t h� (~ ( )�0 T T� ) – êîíöó ñòåðæíÿ âíå-
çàïíî ñîîáùàåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, îñòàþùàÿñÿ
çàòåì ïîñòîÿííîé (ðèñ. 3á).

3.4. Çàäà÷à IIIl

Ôóíêöèè w x t( , ) è �( , )x t íåïðåðûâíû. Ôîðìóëû
äëÿ ôóíêöèé âëèÿíèÿ äàíû â òàáë. 8, äëÿ óñèëèé –
â òàáë. 9, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿM x t( , )
èìååò ðàçðûâ ïðè t l x c� �( ) 1, åñëè Ml ( )0 0� , à
ôóíêöèÿ Q x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè t l x c� �( ) 2 ,
åñëèQl ( )0 0� .

Åñëè çàäàííîå ìîìåíòíîå âîçäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ

èìïóëüñíûì, òî M t R tl M( ) ( )� �1 , ãäå RM = const.
Òîãäà ôóíêöèÿ w x t( , ) íåïðåðûâíà, ôóíêöèÿ �( , )x t

èìååò ðàçðûâ ïðè t l x c� �( ) 1. Èç òàáë. 9 ñëåäóåò:
ôóíêöèÿ M x t( , ) áóäåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòü òè-
ïà èìïóëüñèâíîé ôóíêöèè R t l x cM �1 1[ ( ) ]� � , à
ôóíêöèÿQ x t( , ) èìååò ðàçðûâû ïðè t l x c� �( ) 1 è
t l x c� �( ) 2 .

Åñëè çàäàííàÿ ïîïåðå÷íàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ èì-
ïóëüñíîé, òîQ t R tl Q( ) ( )� �1 , ãäå RQ = const. Òîã-
äà ôóíêöèÿ w x t( , ) èìååò ðàçðûâ ïðè t l x c� �( ) 2 ,
à ôóíêöèÿ �( , )x t íåïðåðûâíà. Èç òàáë. 9 ñëåäóåò:
ôóíêöèÿQ x t( , ) áóäåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòü òèïà
èìïóëüñèâíîé ôóíêöèè R t l x cQ�1 2[ ( ) ]� � , ôóíê-
öèÿ M x t( , ) èìååò ðàçðûâû ïðè t l x c� �( ) 1 è
t l x c� �( ) 2 .

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé ïðè v =
1,75 â ñå÷åíèè �l = 4 ïðèâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ
âîçäåéñòâèÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà:

� M t
EJ

h
tl

b( ) ( )� �0 ( ~ ( ) ( )M T Tl � �0 ) – íà êîíöå

ñòåðæíÿ âíåçàïíî ïðèëîæåí èçãèáàþùèé ìîìåíò,
îñòàþùèéñÿ çàòåì ïîñòîÿííûì (ðèñ. 4à);

� Q t k A G tl b( ) ( )� � �0 (~ ( ) ( )Q T Tl � �0 ) – íà êîíöå
ñòåðæíÿ âíåçàïíî ïðèëîæåíà ïîïåðå÷íàÿ ñèëà, îñ-
òàþùàÿñÿ çàòåì ïîñòîÿííîé (ðèñ. 4á).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó-
áåñêîíå÷íûõ ñòåðæíåé ïîçâîëÿþò òàêæå íàõî-
äèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí äëÿ
ñòåðæíåé êîíå÷íîé äëèíû ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè-
÷íûõ óñëîâèÿõ.

Â û â î ä û

1. Ïðèâåäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî äëÿ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ñòåðæíåé, à
òàêæå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ áåñêî-
íå÷íîãî ñòåðæíÿ.

2. Ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé ïðåäñòàâ-
ëåíû â îáùåì âèäå, â áåãóùèõ âîëíàõ. Ôîðìû
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ôèçè÷åñêè íàãëÿäíû è
óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Òàêèå ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäíûõ âîëíî-
âûõ ïðîöåññîâ äåôîðìàöèè â ñòåðæíÿõ ïðè ïîïå-
ðå÷íûõ êðàòêîâðåìåííûõ è áûñòðîèçìåíÿþùèõñÿ
âîçäåéñòâèÿõ.

3. Èññëåäîâàíî íàëè÷èå ðàçðûâîâ â ðåøåíèÿõ.
Îñîáî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñèëîâûå âîçäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñíûìè.

4. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äàíû ãðàôèêè èçìå-
íåíèÿ âî âðåìåíè óñèëèé â ñòåðæíÿõ, âû÷èñëåííûõ
ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì ïðè âîçäåéñòâèÿõ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

5. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
ïðàêòèêå ðàñ÷åòà çäàíèé è ñîîðóæåíèé íà äåéñòâèå

à – ïðè âíåçàïíîì ïðèëîæåíèè íà êîíöå èçãèáàþùåãî ìîìåí-

òà, îñòàþùåãîñÿ çàòåì ïîñòîÿííûì (
~

( ) ( ))M T Tl � �0 ; á – ïðè

âíåçàïíîì ïðèëîæåíèè íà êîíöå ïîïåðå÷íîé ñèëû, îñòàþ-

ùåéñÿ çàòåì ïîñòîÿííîé (
~

( ) ( ))Q T Tl � �0

Ðèñ. 4. Çàäà÷à IIIl : êîíåö ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
( )�� 	 
� l h ñâîáîäåí. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè óñèëèé
â ñå÷åíèè �l = 4 ïðè v = 1,75
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