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Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ðàçäåëîâ. Âî ââåäåíèè îáñóæäàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âîïðîñîâ,
ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì êîëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ áàëîê. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïóáëèêàöèé è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ â äàííîé îáëàñòè. Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêå êðàåâîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
íåîäíîðîäíîé áàëêè â ðàìêàõ ãèïîòåç Ýéëåðà–Áåðíóëëè. Ââåäåíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàí-
íàÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, ñâîäèòñÿ ê èäåíòè÷íîé, íî ñôîðìóëèðîâàííîé â òåðìèíàõ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà. Â ñëåäó-
þùåì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûì êëàññè÷åñêèì âàðèàöèîííûì ïîäõîäàì. Äàëåå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ äâóñòîðîí-
íèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê êà÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, âûòåêàþùèõ èç ìåòîäà èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé. Â òðåòüåì ðàçäåëå, íà ïðèìåðå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïåðòîé áåòîííîé áàëêè, èññëåäóþòñÿ
÷èñëåííûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûå îáûêíîâåííûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäëîæåííûå äâóñòîðîííèå êðèòåðèè êà÷åñòâà ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü âûñîêîòî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàëîé ðàçìåð-
íîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà, áàëêà ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû,
ñòðóêòóðíàÿ íåîäíîðîäíîñòü, ìåòîä êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ôóíêöèîíàëüíî ãðàäóèðîâàííûå ìàòåðèàëû.
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Abstract. The paper consists of an introduction and three sections. The introduction discusses the relevance of issues
related to the study of inhomogeneous beams vibrations. The analysis of publications and the results obtained in this
area is performed. The first section is devoted to the formulation of the boundary-value problem of finding natural-
vibration frequencies for an inhomogeneous beam under the Euler-Bernoulli hypotheses. By introducing new variables,
the problem originally formulated in displacements reduces to an identical one, but formulated in terms of bending
moment. The next section describes the method of integro-differential relations, which is an alternative to the classical
variational approaches. Further, the possibilities of constructing various bilateral energy estimates of the quality of
approximate solutions arising from the method of integro-differential relations are investigated. In the third section,
using the example of free vibrations of a supported concrete beam, numerical aspects of constructing an approximate
solution for boundary problems described by an ordinary differential equation with variable coefficients are studied. The
proposed bilateral quality criteria of the approximate solution make it possible to obtain high-precision solutions for
mathematical models of small dimension.
Key words: dynamics, beam of variable cross-section, self-excited vibrations, numerical methods, structural
heterogeneity, finite element method, functionally graded materials.
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Ââåäåíèå

Ìíîãèå áàëêè, ïðèìåíÿåìûå â
òåõíèêå è ñòðîèòåëüñòâå, õàðàê-
òåðèçóþòñÿ ïåðåìåííûìè ãåîìå-
òðè÷åñêèìè è ôèçè÷åñêèìè ïàðà-
ìåòðàìè. Òèïè÷íûì ñëó÷àåì ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíè÷åñêàÿ áàëêà. Êðîìå
òîãî, íàïðèìåð, áàëêà ïðè íåðàâ-
íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïå-

ðàòóðû èìååò ïåðåìåííûå ôèçè-
÷åñêèå ñâîéñòâà. Íàëè÷èå ïåðå-
ìåííûõ ïàðàìåòðîâ çíà÷èòåëüíî
çàòðóäíÿåò äèíàìè÷åñêèé àíàëèç
òàêèõ îáúåêòîâ.

Èçó÷åíèå äèíàìèêè êîíñòðóê-
öèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàíîâèò-
ñÿ âñå áîëåå âàæíûì äëÿ èíæåíå-
ðîâ-ñòðîèòåëåé, ïîñêîëüêó ñîâðå-

ìåííûå ìíîãîýòàæíûå ñîîðóæå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî áîëåå
ãèáêèìè. Òàêàÿ òåíäåíöèÿ â ñòðî-
èòåëüñòâå, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóä êîëåáà-
íèé çäàíèé. Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü
äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âû-
ñîòíûõ êîíñòðóêöèé óæå íà ýòàïå
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ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðè àíàëèçå
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëü-
íûõ âûñîòíûõ çäàíèé èõ ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü, â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè, áàëêàìè ñ ïåðåìåííûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëü-
êèõ äåñÿòèëåòèé çíà÷èòåëüíîå êî-
ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ëèáî àíàëèòè÷åñêèå, ëèáî
÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, áûëè ïîñâÿ-
ùåíû ïîïåðå÷íûì êîëåáàíèÿì
íåîäíîðîäíûõ áàëîê è ðàâíîìåð-
íî âðàùàþùèõñÿ áàëîê. Õàðàê-
òåðíàÿ ÷åðòà óïðàâëÿþùèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîïå-
ðå÷íûõ êîëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ
áàëîê ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ íåîä-
íîðîäíûõ áàëîê èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè èññëåäîâàòåëÿìè âñëåäñò-
âèå èõ çíà÷èìîñòè äëÿ ãðàæäàí-
ñêîãî ñòðîèòåëüñòâà. Ýòè èññëå-
äîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ
ëèáî àíàëèòè÷åñêèå [1–4], ëèáî
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ [5].

Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â ëèòåðàòóðå, òî÷íûå ðå-
øåíèÿ â çàìêíóòîé ôîðìå ïðåä-
ñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ èç-çà
òîãî, ÷òî îíè ñëóæàò êðèòåðèÿìè,
ïî êîòîðûì ìîæíî îöåíèòü òî÷-
íîñòü ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäîâ Ðåëåÿ–Ðèòöà, Áóá-
íîâà–Ãàëåðêèíà, êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
äèôôåðåíöèàëüíûõ êâàäðàòóð è
äð. [6]. Êðîìå òîãî, îíè ñëóæàò
òåñòîâîé áàçîé äëÿ ðàçðàáîòêè
íîâûõ ñèñòåì ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷.

Â ïðîøëîì áûëî ïðîâåäåíî
ìíîãî èññëåäîâàíèé ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ áàëîê.
Îäíàêî ðåøåíèÿ â çàìêíóòîé
ôîðìå äî ñèõ ïîð ïîëó÷åíû äëÿ
ìàëîãî ÷èñëà çàäà÷. Ïîêàçàíî,
÷òî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîæ-
íî íàéòè äëÿ íåêîòîðûõ îñîáûõ
ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, êàê ñòðóêòó-
ðû ñ ýêñïîíåíöèàëüíî èçìåíÿþ-

ùèìñÿ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.
Îáû÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå
ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé è ò. ä.

Áîëüøèíñòâî ðàññìîòðåííûõ
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñóæàþ-
ùèõñÿ áàëîê. Ýòè ðåçóëüòàòû ìî-
æíî ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: áàëêè ñ êðóãëûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ëèáî óñå-
÷åííûå [1], èìåþùèå îäèí îñò-
ðûé êîíåö ëèáî äâà îñòðûõ êîí-
öà [7]; áàëêè ñ ïðÿìîóãîëüíûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì è ñ ïîñòî-
ÿííîé øèðèíîé, ñ ïîñòîÿííîé
òîëùèíîé [4] èëè ïèðàìèäîé [1].

Èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê çàäà-
÷àì î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíûõ
îäíîìåðíûõ ñòðóêòóð â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì
[8] êîíè÷åñêèõ ñòåðæíåé, ïîêàçû-
âàþùèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
ñëàáî çàâèñÿò îò êîíóñà. Èññëåäî-
âàíèå êîíè÷åñêèõ ñòåðæíåé âàæíî
äëÿ èçó÷åíèÿ îñíîâ è äèíàìèêè
êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóð, ïîäâåð-
æåííûõ âûñîêîñêîðîñòíîìó óäà-
ðó. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äèíàìè÷åñêèé
îòêëèê ïîëóïëîñêîñòè íà ïîâåðõ-
íîñòíóþ íàãðóçêó ìîæíî òî÷íî
îïðåäåëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êî-
íè÷åñêîé ìîäåëè. Áîëåå äåòàëü-
íûé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ î êîëåáàíèÿõ áàëîê ïåðåìåí-
íîãî ñå÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â [9].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷è î
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé
ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ äàâíî èç-
âåñòíû è äîâîëüíî ïîäðîáíî èñ-
ñëåäîâàíû, îñòàåòñÿ ðÿä âîïðî-
ñîâ, àêòóàëüíûõ è â íàøå âðåìÿ,
à èìåííî: ðàçðàáîòêà áîëåå ýô-
ôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
ïîñòðîåíèå íàäåæíûõ ïðîöåäóð
îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé è äð. Íåêîòîðûì èç òà-
êèõ âîïðîñîâ è ïîñâÿùåíî äàí-
íîå èññëåäîâàíèå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òîíêóþ áàëêó
äëèíîé L, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü

îïèñàíà óðàâíåíèÿìè â ðàìêàõ
ãèïîòåç Ýéëåðà–Áåðíóëëè. Ïëî-
ñêèå ïîïåðå÷íûå äâèæåíèÿ áàë-
êè îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

�( ) ( ( ) ) ( , )x y EJ x t q x ttt xx xx� � (1)

x L�( , )0 ,

ãäå y – ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê
öåíòðàëüíîé ëèíèè áàëêè, ì; � – ëèíåé-
íàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà áàëêè, êã/ì;
E – ìîäóëü Þíãà;q x t( , )– âíåøíÿÿ ðàñ-
ïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, Í/ì; J x( ) – ìî-
ìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ì4.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âíåøíÿÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà
îòñóòñòâóåò, ò. å. q x t( , ) � 0.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå
p x t( , ) è m t x( , ), êîòîðûå õàðàê-
òåðèçóþò ïîâåäåíèå ñèñòåìû è, â
òî æå ñàìîå âðåìÿ, èìåþò ÿñíûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ôóíêöèÿ
p x t( , ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïëîò-
íîñòüþ èìïóëüñà, à m t x( , ) – èç-
ãèáàþùèì ìîìåíòîì â ïîïåðå÷-
íîì ñå÷åíèè áàëêè.

Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè,
ñâÿçûâàþùèå ïëîòíîñòü èìïóëü-
ñà p x t( , ) ñî ñêîðîñòÿìè òî÷åê
ñèñòåìû y x tt ( , ), à òàêæå ìîìåíò
m t x( , ) ñ êðèâèçíîé áàëêè
y x txx ( , ), âûçâàííîé èçãèáîì,
ìîãóò áûòü ñîîòâåòñòâåííî çàïè-
ñàíû â âèäå

� � 0; � � 0. (2)

Çäåñü ââåäåíû âñïîìîãàòåëü-
íûå ôóíêöèè � è �:

�
�

� �y
p

t ; � � �y
m

EJ
xx . (3)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2),
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ óïðóãîé
áàëêè (1), çàïèñàííîå â ïåðåìå-
ùåíèÿõ, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ôóíêöèè ìîìåíòà m t x( , ) è èì-
ïóëüñà p x t( , ):

p mt xx� � 0. (4)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (4) ñâÿ-
çûâàåò ðàñïðåäåëåííûå èíåðöè-
îííûå, óïðóãèå è âíåøíèå ñèëû,
òî ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåì íàçû-
âàòü óðàâíåíèåì äèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðî-
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âàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñîáñò-
âåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé áàëêè,
ïðåäñòàâèì âñå ââåäåííûå ôóíê-
öèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò âðåìå-
íè, â âèäå:

y x t y x ei t( , ) ~( )� � ; (5)

p x t p x ei t( , ) ~( )� � ; m x t m x ei t( , ) ~( )� � ;

� � �( , ) ~( )x t x ei t� ; � � �( , )
~

( )x t x ei t� .

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè èç âûðà-
æåíèé (5) ñîîòâåòñòâåííî â âûðà-
æåíèÿ (2), (3) è (4), ïîëó÷èì:

i t
p

�
�

� �
~

0; ~
~

y
m

EJ
xx � � 0; (6)

~
~

� �
�

� �i t
p

;
~ ~

~
� � �y

m

EJ
xx ; (7)

i p mxx�~ ~� � 0. (8)

Â äàëüíåéøåì çíàê òèëüäû
îïóñêàåòñÿ.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6) è ñî-
îòíîøåíèÿ (8) ìîæíî ïîëó÷èòü â
ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé y îòíîñè-
òåëüíî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà:

y
m

x

xx�
� �( ) 2

, (9)

à èç ñîîòíîøåíèÿ (8) ïîëó÷àåòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè èìïóëü-
ñîâ îòíîñèòåëüíî èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà:

p
m

i

xx� �
�

. (10)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9) âî
âòîðîå óðàâíåíèå èç (6), ïîëó÷èì
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé áàëêè:

m

x

m

EJ x

xx

xx
� �( ) ( )2

0
�

	






�

�






� � . (11)

Êàê âèäèì, ïðè òàêîì âûáîðå
ïåðåìåííûõ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå
èç óðàâíåíèé (6) âûïîëíÿåòñÿ
êàê òîæäåñòâî, à óðàâíåíèå (11)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêà-
öèþ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ èç (6)
è, ñîîòâåòñòâåííî, íå ðàâíî íóëþ
íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè.

Â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ïðîñòîãî

îïèðàíèÿ, êîãäà îòñóòñòâóþò ïå-
ðåìåùåíèÿ è âíåøíèå ìîìåíòû â
òîðöåâûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç êðàåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ìîìåíòà m è ïåðåìåùåíèÿ y â
âèäå:

x = 0, m = 0, y = 0; (12)

x = 1, m = 0, y = 0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (9),
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12) ìîæíî
çàïèñàòü â òåðìèíàõ èçãèáàþùå-
ãî ìîìåíòà:

x = 0, m = 0,mxx = 0; (13)

x = 1, m = 0,mxx = 0.

2. Ìåòîä èíòåãðîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé

Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå âìå-
ñòî óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ áàëêè
(2) ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå îä-
íî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèè èìïóëüñà
p è ìîìåíòà m ñ ôóíêöèåé ïåðå-
ìåùåíèé y.

Â êíèãå [11] äàíà ñëåäóþùàÿ
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà çàäà÷è î äâèæåíèè óï-
ðóãîé áàëêè (6)–(12): íàéòè òàêèå
íåèçâåñòíûå ïîëÿ ïëîòíîñòè èì-
ïóëüñà p*, ìîìåíòà m* è ïåðåìå-
ùåíèé y*, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-
þò èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

� �
�

� �� �( , , )p m y d 0, (14)

� �� �� �
1

2

2 2( )EJ

ïðè ñòðîãîì âûïîëíåíèè óñëîâèé
(8), (12). Çäåñü ââåäåíà ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ îáëàñòü
� � �( , ) ( , )01 0T ñ ãðàíèöåé �� â
ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòû x è
âðåìåíè t. Èíòåãðàë (14) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñ-
òè � �( )� � dxdt .

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ â (14) ÷åðåç ôóíê-
öèè � è � èç (7), ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîé ïî ïîñòðîåíèþ. Èç
ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî èíòå-
ãðàë � òàêæå íåîòðèöàòåëåí äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé p, m è y.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò

Ðèñ. 1. Áàëêà ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ

Ðèñ. 2. Äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòî-
òû áàëêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé
îøèáêè �( )x ïî äëèíå áàëêè
äëÿ ïåðâîé ôîðìû ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé
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ñâåñòè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íóþ çàäà÷ó (6), (8), (12), (14) ê
ñëåäóþùåé ìèíèìèçàöèîííîé:
íàéòè òàêèå äîïóñòèìûå ôóíêöèè
p*, m* è y*, êîòîðûå äîñòàâëÿþò
ìèíèìàëüíîå (íóëåâîå) çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëó �

� �� �min ( , , )
, ,p m y

p m y 0 (15)

ïðè ñòðîãîì âûïîëíåíèè îãðàíè-
÷åíèé (6), (8) è (12).

Ôóíêöèîíàë � ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

� � � �� � �1 2 32 ; (16)

� �
�

i i p m y d� � � ( , , ) , i = 1, 2, 3;

� 	
1
2 2 21

2
� � �( )y EJyxx ;

� 
2

1

2
� �( )i py myxx ;

�
	

3

2 21

2
� �

�

�






�

�

�
�

p m

EJ
.

Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ
�i (i = 1, 2, 3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòè ïîëíîé ìåõàíè÷åñ-
êîé ýíåðãèè óïðóãîé áàëêè. Ôóíê-
öèÿ �1 çàâèñèò òîëüêî îò ïîïåðå÷-
íûõ ïåðåìåùåíèé y, â òî âðåìÿ
êàê â âûðàæåíèå äëÿ �3 , êâàäðà-
òè÷íîå ïî p è m, ïåðåìåùåíèÿ íå
âõîäÿò. Ñìåøàííàÿ áèëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè �2 íå
çàâèñèò ÿâíî îò èíåðöèîííûõ è
óïðóãèõ ñâîéñòâ áàëêè.

Ècïîëüçóÿ ôóíêöèîíàë � è
ýíåðãåòè÷åñêèå èíòåãðàëû �i

(i = 1, 2, 3), ââåäåííûå â (16), äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ ïîëåé
èìïóëüñîâ p, ìîìåíòîâ m è ïåðå-
ìåùåíèé y, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îãðàíè÷åíèÿì (12), ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ðÿä êðèòåðèåâ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ñîâåðøåíñòâî
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, èíòåãðàëüíîå êà÷åñòâî ïðè-
áëèæåííûõ ôóíêöèé p, m, y äîñ-
òîâåðíî îöåíèâàåòñÿ â ñîîòâåòñò-
âèè ñ âåëè÷èíîé áåçðàçìåðíîãî
ñîîòíîøåíèÿ

�
� �

�
1

1 3

22
1�

�
� . (17)

Òî÷íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåð-
ãèè äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî
äâèæåíèÿ p x t( , ),m x t( , ),y x t( , ) â
îáëàñòè � õàðàêòåðèçóåò ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ �( , , )p m y , îï-
ðåäåëåííàÿ â (14).

3. ×èñëåííûé ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì ðàçëè÷íûå æåëåçîáåòîí-
íûå áàëêè ñî ñëåäóþùèìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Âñå áàëêè èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó L = 6 ì è ïðÿìîóãîëüíîå
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñ øèðèíîé
b = 0,3 ì = const è âûñîòîé h =
= h x( ), êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ ïî
äëèíå áàëêè:

h x
h

x
h

( ) � �
�

�



�

�
� � �1 2 1

6

1

10

9

10 2
. (18)

Çäåñü óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð
h1, êîòîðûé ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â
ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ 0 0 61� �h ,
ì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèÿ
ñòðîèòåëüíîé âûñîòû íà êîíöàõ
áàëêè h h L h( ) ( )0 1� � . Èç (18)
ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
áàëêè èìåþò îäèíàêîâûé îáúåì
êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà

V = 1,08 ì3. (19)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìà ñå÷åíèÿ
áàëêè íå ìåíÿåòñÿ ïî äëèíå, åñ-
ëè h x h( ) � �1 0,6 ì = const. Ìî-
ìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

J x
bh x h x S x

( )
( ) ( ) ( )

� �
3 2

12 12
; (20)

S x bh x( ) ( )� ,

ãäå S x( ) – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ, ì2. Áàëêà ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè
ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå áàëêè âû-
ïîëíåíû èç áåòîíà òÿæåëîãî
êëàññà ïî ïðî÷íîñòè ïðè ñæàòèè
B25 ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè Å =
= Å25 = 3000 ÌÏà è ïîãîííîé
ïëîòíîñòüþ 	 	( ) ( )x bh xV� , ãäå
	V = 2300 êã/ì3 – îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü áåòîíà. Âñå ìåõàíè÷åñ-
êèå õàðàêòåðèñòèêè âçÿòû èç ÑÏ
41.13330.2012 «ÑÍèÏ 2.06.08-87
Áåòîííûå è æåëåçîáåòîííûå êîí-
ñòðóêöèè ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñî-
îðóæåíèé». Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà êîíöàõ áàëêè çàäàþòñÿ ôîð-
ìóëîé (13).

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû áûëè
íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèà-
öèîííûõ ïîäõîäîâ, îáñóæäàåìûõ
â ýòîé ñòàòüå. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî âñå îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, âûòåêà-
þùèå èç âàðèàöèîííûõ ïðèíöè-
ïîâ, èìåþò ïåðåìåííûå êîýôôè-
öèåíòû. Ýòî, êàê óêàçàíî â [10],
çíà÷èòåëüíî îãðàíè÷èâàåò âîçìî-
æíîñòè ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñ-
êèõ ðåøåíèé è ïðîâåäåíèÿ ïîëíî-
ãî àíàëèçà åñòåñòâåííûõ äâèæå-
íèé áàëêè ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ.

1 – 5 – ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

Ðèñ. 4. Ñõîäèìîñòü ïÿòè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (à) è ïåðâîé
è ïÿòîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (á) îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ñòåïåíåé
ñâîáîäû
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×òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (11),
(13), çàäàäèì àïïðîêñèìàöèè íå-
èçâåñòíûõ ôóíêöèé ìîìåíòîâ m
â âèäå ïîëèíîìîâ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé õ:

m m xi
i

i

N

�
�

�
1

0

, (21)

ãäå mi – íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû; N0 –
ñòåïåíü ïîëèíîìîâ.

Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèè
(21), ìîæíî òî÷íî óäîâëåòâîðèòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13). Ýòà îïå-
ðàöèÿ ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ÷åòû-
ðå êîíñòàíòû mi . Îñòàâøèåñÿ
Nd = N – 4 êîýôôèöèåíòîâ mi ,
i = 1, …, Nd èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñëåäóþùåãî
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:

� �0 0 0� �min( )
yi

, (22)

�0
2

2
0

� �
�

�

�
�

�

	






�
�



�
�

� �EJ dx
m

xo

L
xx

xx

L

�
� �( )

�
�

�
�

m

EJ x
dx

( )

2

, i = 1, …, Nd.

Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà
(22) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ìå-
òîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè-
ìåíåíèå âàðèàöèîííîé òåõíèêè â
òàêîé çàäà÷å ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-
íèþ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì.,
íàïðèìåð, [10]), ÷òî äåéñòâèòåëü-

íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðèáëè-
æåííîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþò
òî÷íûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò. Íà
ðèñ. 2 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ïåð-
âîãî êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïå-
íè àïïðîêñèìàöèè N0. Óâåëè÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê çíà-
÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ ìíèìîé
÷àñòè. Âèäíî, ÷òî ëèíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïðèáëèæåííûì ñîáñò-
âåííûì ÷àñòîòàì, âåðòèêàëüíî
âòûêàåòñÿ â âåùåñòâåííóþ îñü.
Ïîýòîìó óãîë íàêëîíà ÷àñòîòíîé
ëèíèè è ðàññòîÿíèå äî äåéñòâè-
òåëüíîé îñè ìîãóò ñëóæèòü ñïåöè-
àëüíûì âèäîì îöåíêè êà÷åñòâà
ïîëó÷åííûõ ÷àñòîò. Â ðàñ÷åòàõ ïà-
ðàìåòð N0 ìåíÿëñÿ îò 10 äî 28.

Ôóíêöèÿ �( )x , ââåäåííàÿ â
óðàâíåíèè (14), êîòîðàÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä
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ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3 äëÿ ïåð-
âîé ìîäû êîëåáàíèé ïðè N0 = 28.
Ìîæíî îòìåòèòü çàìåòíîå áèå-
íèå ôóíêöèè, à òàêæå çíà÷èòåëü-
íûé åå ðîñò â îêðåñòíîñòÿõ êîí-
öîâ áàëêè.

Íà ðèñ. 4à ïîêàçàíà õàðàêòåð-
íàÿ ñõîäèìîñòü ïÿòè ïåðâûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò (êðèâûå îòìå÷å-
íû ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè)
îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ñòåïåíåé
ñâîáîäû.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �1 ïðèâå-
äåíû â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå. Ìîæíî îòìåòèòü äîâîëü-
íî áûñòðóþ ñõîäèìîñòü (ýêñïî-
íåíöèàëüíóþ). Âñå ëèíèè ëèíåé-
íî óáûâàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû.

Íà ðèñ. 4á ïðåäñòàâëåíû â ëî-
ãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå çàâèñè-
ìîñòè èíòåãðàëà �1, ââåäåííîãî
ñîîòíîøåíèåì (17), îò ñòåïåíè àï-
ïðîêñèìàöèè N0 äëÿ ïåðâîé è ïÿ-
òîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (ñïëîø-
íûå ëèíèè). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíê-
òèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî èçìå-
íåíèå â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà
Im(�)/Re(�) îò ñòåïåíè àïïðîêñè-
ìàöèè N0 äëÿ ïåðâîé è ïÿòîé ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò. Èç âèäà ïðåäñòà-
âëåííûõ çàâèñèìîñòåé ñëåäóåò,
÷òî îíè êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿþò
îäíà äðóãóþ. Ìîæíî îòìåòèòü íå-
êîòîðûé ñäâèã ìåæäó ñîîòâåòñò-
âóþùèìè êðèâûìè ïî âåðòèêàëè.
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç çíà÷åíèé
êîìïëåêñíîé è îòíîñèòåëüíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Im( )

Re( )

( ) ( )

( )
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�

� �

�
�

�
�

� �

�

1 3

22
1. (24)

Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå
ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòåé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû äîâîëüíî
òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëü-
íîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè
�1.

Íà ðèñ. 5a ïîêàçàíà çàâèñè-
ìîñòü ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòî-
òû äëÿ áàëîê ïåðåìåííîãî ñå÷å-
íèÿ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïàðàìå-
òðîì h1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ÿðêî âûðàæåííûé ìàê-
ñèìóì ó ïðåäñòàâëåííîé êðèâîé
� = 60,166 Ãö ïðè h1 = 0,24. Ïðè
ýòîì îòëè÷èå ìàêñèìàëüíîé ÷àñ-
òîòû îò çíà÷åíèÿ ïåðâîé ÷àñòî-
òû áàëêè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ
(�1 = 50,839 Ãö ïðè h1 = 0,6) ñî-
ñòàâëÿåò 18,35 %. Íà ðèñ. 5á
ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ýíåðãåòè-
÷åñêîé îøèáêè lg(Im(�)/Re(�)) â

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû (a)
è ïàðàìåòðà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ lg(Im( )/Re( ))� � (á) îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðà h1
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ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÛÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ,ÇÄÀÍÈß È ÑÎÎÐÓÆÅÍÈß

ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñòðîèòåëü-
íîé âûñîòû h1 íà êîíöå áàëêè. Èç
äàííîé çàâèñèìîñòè âèäíî, ÷òî
ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåàëè-
çóåòñÿ äëÿ áàëêè ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ è äëÿ ýòîé ìîäåëè ñîñòàâ-
ëÿåò ìåíåå 10-26 (ïðàêòè÷åñêè òî÷-
íîå ðåøåíèå). Ñ óìåíüøåíèåì
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà h1 ïîãðåø-
íîñòü áûñòðî íàðàñòàåò. Òàê, ïðè
h1 = 0,02 (ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
äëÿ äàííîé ìîäåëè) ýíåðãåòè÷åñ-
êàÿ îøèáêà äîñòèãàåò 0,0052.

Â û â î ä û

1. Ðàçðàáîòàí ðåãóëÿðíûé âà-
ðèàöèîííûé ïîäõîä íàõîæäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êî-

ëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ áàëîê ïó-
òåì ñâåäåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïî
âðåìåíè ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Èçó÷åíû è îáñóæäåíû ñâîé-
ñòâà êâàäðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèé
è èõ çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è î ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèÿõ áàëêè ñ êâàäðà-
òè÷íî ìåíÿþùåéñÿ ïî åå äëèíå
ñòðîèòåëüíîé âûñîòîé. Ïîñòðîå-
íû îïòèìàëüíûå ôîðìû áåòîí-
íûõ áàëîê ñ ìàêñèìàëüíîé ïåð-
âîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûå äâóñòî-

ðîííèå êðèòåðèè êà÷åñòâà ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò
ïîëó÷àòü âûñîêîòî÷íûå ðåøåíèÿ
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìà-
ëîé ðàçìåðíîñòè.

3. Â áóäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðû
ïëàíèðóþò óäåëèòü âíèìàíèå
ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ÷èñ-
ëåííûõ ñòðàòåãèé è ïðîöåäóð ïî-
ñòðîåíèÿ äîñòîâåðíûõ ðåøåíèé
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé
âàðèàöèîííîé òåõíèêè íà îñíîâå
ìåòîäà èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé.
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